Asservissement des systémes linéaires

Henri Bourles

CNAM

e-mail: henri.bourles@cnam .fr

October 30, 2015




Référence

H. Bourles, H. Guillard,
Commande des systémes linéaires. Performance et robustesse

Ellipses, 2012.




. Introduction




Ubiquité de I'automatique

Usines: chaines de productions, robots
Métro automatique

Voitures: ABS

Avions (civils, militaires)

Ascenseurs

Autres exemples 7




Systémes a événements discrets (SED)

Exemples:

e Ascenseur
e Métro automatique
e Machine-outil

e Billeterie automatique, etc.




"Systémes continus"

Exemples:

e Régulation de la température d’un four (thermique)

e Régulation de la vitesse d'une voiture, du métro, du TGV (mécanique,
électrotechnique, électronique)

e Régulation de la tension et de puissance fournies par un alternateur
(mécanique, électrotechnique)

e Régulation en assiette, roulis, tangage d'un avion (mécanique, aéro-
nautique, électronique)




Figure 1. Asservissement d'un moteur a courant continu




Historique de I'automatique

Antiquité, époque romaine: régulation du niveau d'eau dans les aque-
ducs (valves)

18éme siécle: James Watt (régulateur a boule)

19éme siecle: James C. Maxwell: "On Governors" (1868) "A governor
Is a part of a machine by means of which the velocity of the machine
Is kept nearly uiform, notwithstanding variations in the driving-power
or the resistance".

lére moitié du 20éme siécle: automatique fréquentielle (Black,
Nyquist, Bode, ingénieurs au laboratoire Bell)




e 1950: techniques d'échantillonnage (Shannon, Tsypkin, Jury)

e 1960: commande optimale, représentation d'état (Pontryagin, Bell-
man, Kalman)

e 1980: commande robuste (Doyle, Glover, Kharitonov,...)




Plan du cours

[I. Généralités
Notion de systeme - Causalité - Linéarité - Stationnarité - Systeme bouclé
[1l. Transformation de Laplace

Définition, propriétés, fonction de Dirac, application a la résolution des
EDO (équations différentielles ordinaires)

V. Fonction de transfert

Définition, exemples, réponses fréquentielle, impulsionnelle, indicielle, gain
statique

V. Systémes du premier ordre
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Analyse, réponses impulsionnelle, indicielle, fréquentielle (lieu de Bode)
VI. Systémes du second ordre

Analyse, lieu des pdles, réponses impulsionnelle, indicielle, fréquentielle
VII. Systemes d'ordre quelconque

Critere de stabilité, critére de Routh-Hurwitz, construction du diagramme
de Bode

VIII. Systemes en boucle fermée
Algebre des diagrammes, stabilité en boucle fermée, critére du revers

|X. Compensation par avance de phase
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Le probleme - Solution : avance de phase - Régulateur proportionnel et

dérivé
X. Régulateur proportionnel et intégral

Nécessité d'une action intégrale - Fonction de transfert d'un régulateur Pl

- Exemple - Exercices 1 et 2

Xl Régulateur proportionnel, intégral et dérivé
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1. Généralités
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1. Notion de systéme

Perturbations

!

Commandes Sorties

— Systéeme

Figure 2: Schéma d'un systeme
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Exemples

Apports de chaleur extérieurs

Tension Température

- Four électrique |t

Figure 3: Four électrique
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Position
accélérateur

Vent, pente de la route

Voiture

Figure 4: Voiture

Vitesse
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Eau froide

Figure 5: Douche
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Chine, Allemagne, etc.

Gouvernement 0 %6 chomeurs

Députés Société frangaise Déficit extérieur

MEDEF , syndicats Etc.

Figure 6: De I'art de gouverner...
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e Systéme causal:
du passé.

2. Causalité

dont la sortie présente ne dépend que du présent et

—— #—

Figure 7: Circuit électrique
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e Systéme strictement causal: dont la sortie présente ne dépend que du
passé.

Figure 8: Chariot
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e Systéme non causal

x() %

Figure 10: Boule de cristal
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3. Linéarité

Exemple: y =a(t)y +b(t)u

y1 = a(t)yr +b(t)ug
2 = a(t)y2 +0b(t)u

d
= — (ay1 + By2) = a(t) (ay1 + By2) + b(t) (cur + Buy)

o, + Pu, ay; Ty,

Figure 11: Systéme linéaire - Principe de superposition
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Exemple d’un systéme non linéaire:

y(t)=a(®)y+b(t)u", n>1

e Si n impair: on peut poser v = u'*— linéarisation :

y(t) =a(t)y+b(t)v.

e Si n est pair: le systeme est non linéarisable.
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Systéme linéaire d’ordre n causal

= systéme d’'équation

v a1 )y D) 4+ 4 an () y = b (£) wl™ + by (£) w1 + 4 by (8) u

= systéme strictement causal si bg = 0.
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Opérateur de retard rr :

4. Stationnarité

(rre)(t) =x(t—71).

Figure 12: Retard tau
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Définition d'un systéme stationnaire : A I'entrée retardée d'un laps de temps
7 correspond la sortie retardée d'un laps de temps 7.

(rt)u

{]

Systéme stationnaire

(rv)y

Figure 13: Définition d'un systeme stationnaire

Le systéme

y"ar (1) "D+ an (8) y = boul™ 41 (1) ul 1+

est stationnaire ssi les coefficients sont constants :

a; (t) = C¥,b; (t) = C*.

ot bn (B)w
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5. Systéme bouclé

q‘ Contréleur _¢‘ Actionneur _$ Systéme $

Capteur W

Figure 14: Systéme bouclé

r = signal de référence (consigne) ; u = commande ; y = sortie.
But de I'asservissement : - Rejet des perturbations.

-e(t) :=y(t) —r(t) = 0 (t —» +00).
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Contraintes

- Modele # réalité = robustesse

- Convergence de y(t) vers r avec

e suffisamment de rapidité

e suffisamment de précision (peu de dépassement sur un échelon de
consigne)
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05 i | | | |
0

Réponse & 'échelon d'un systéme bouclé
14 T T T T

5 10 15 20 25 30

Figure 15: Dépassement > 20%
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Il1l. La transformation de Laplace
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1. Définition, propriétés

Fonction du temps nulle pour t < 0 5 fonction de la variable complexe
10 7@ = 7 F () e Pt
] 0,t<0 1
T(t)'_{l,tEO — | 7 Re(p) >0
/ i
fo— f(r)dr l(Dp)
df /dt — | pf(p)— £ (07)
~ n—1 . :
dn f /dtn — [ p"f(p)— % pn—z—lf(z) (O—>
1=0
rrf — e_Tpf(p)
e~ T (t) p}ra, Re(p) > —«
—at o w —
e~ *sin (wt) T (1) (rra)su? Re(p) > —«
e~ cos (wt) T (t) pra Re (p) > —«a

(pra)*+w?’
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2. "Fonction" de Dirac

Fonction de Heaviside (échelon unité):

0,t<0
T(t):{1t>o

Fonction de Dirac:

o = %@T(t):/_too(S(T)dT

+oo, 7 = 0,

0@

= 5(7)2{ 0.7 #0, /_+005(T)d7:1.
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3. Convolution

f, g deux fonctions du temps. Produit de convolution de f et g :

(Fra)®)= [ f-mg@ar= [ f(r)gt-7)dr

Si f(t) et g(t) sont nulles pour t < 0 ("fonctions causales")

t
(fx9)(®) = [ f(t=7)g(r)dr.

Convolution par ¢ : On suppose f continue dans un voisinage de 0. Pour
tous ', " > 0

"

(f*5)(t):/t:of(t—T)5(T)dT:/_tf F(t—1)6(r)dr
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(f*0)(t)

Ve€] je:’,e:”[

f@—f{[j<uﬂdfzf@—f):¢

Fxd = f.
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Produit de convolution retardé

—+o0

(e (fx)@®) = [ " f(=m)=t)g(t)at
(rr ()

N
t”jw/ : fE=t")g (" —7)dt"

) @)

D'ou:

re(fxg) = (rrf)xg=f*(rrg)

En particulier:

ref =1 (5% ) = (rr8) % f
—:0r
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Fonction de Dirac retardée : 7+ = 0+,

+oo,t =T, 00

5T(t)={ 0.t 7, /_+0057(t)dt:1.

¥

/

]

=__
i AN

0 a

X

f

Figure 16: Convolution par une somme de fonctions de Dirac retardées
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4. Propriétés de la transformation de Laplace

(suite)
5 A1
Or — | e~ TP
fxg — | F ()3 (p)
Jim 7@ [ = lim pf (o)
f(0F) = | lim pf(p)
AM+pg | = | Af(p)+1g(p)
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5. Application a la résolution des EDO

e Exemple 1:

y+2y=2, y(0)=uypo.

e Exemple 2:

y+2y =4t y(0)=uyo.
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Solution pour |I'exemple 1:

y(t) +2y(t) =
gy ()T () +2y ()T (t) =

pY (p) —yo + 29 (p) =
(p+2)7(p) =

§(p) =

39



D'ou

( 1) L +1¢
Yo b t2  p

y(O)TE) = (wo—1)e T+ T ()=

4 (p)

y(t)=(yo—1)e " +1.
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Solution pour |'exemple 2:

y(t) +2y ()

y()T () +2y ()T () =
Py (P) —yo+25(p) =

(p+2)7(p) =
7(p) =
4 Qo I} vy
= S +-+—,
p?(p+2) P2 p p+2
p = —l=>4=a—-+7vy
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3 (p)
y(t) T (t)

1 2 1
_ Yot +5-==
p+2 p° p

= (yo+1)e 2T (t) + (2t — 1) T (t)

y(t)=(wo+1)e " +2t—1.
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IV. Fonction de transfert
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1. Définition

Entrée u Sortie y

=> Systéme linéaire stationnaire I:>

Conditions initiales nulles

Figure 17: Systéme linéaire stationnaire

Théoréme et définition: A conditions initiales nulles, il existe une fonction
de la variable complexe G (p) unique telle que

J(p) =G (p)a(p)
GG (p) = fonction de transfert du systéme.
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2. Exemples
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a) Systéme du second ordre

d2y

du
T2 ; (t) + bou (1)

(0) + a1 (0) + oy (1) = tn

ai, an, by, by : coefficients constants

2
o) = 00). £(F) =) -y @ =si0). £(FH] =W
0
L(u) = a(p), E(%)Zpﬁ(p)

= (p* +a1p +a2) 9 (p) = (b1p + b2) @ (p)

G(p) = 5 272
p? +a1p + ap
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b) Systéme d’ordre n

y(n) + aly(n_l) + ... tanpy = bV 1+ .+ bpu (1)
O:y— 0y =79y, ur— Oou:=u

(1) & \(8” + a0+ an)Jy = \(blan—l ot bn>/u
—D(9) =N (9)
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c) Remarque

La fonction de transfert % n'est pas toujours irréductible.

Exemple:

y—y = u—u

(0 —1)y = (-1

N v N——
D(9) N(9)
—1 —1 1
Gp) = - - ——

P—1 (p—1)(p+1) p+1
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e) Systéme retardé
dy _
= () a1y (8) = bru(t — )

w(t — 1) = (rru) (t) = e Pa (p)

(p+a1)§(p) = e "Pbrt(p)

bre~TP
G(p) = 21,




3. Réponse fréquentielle

Entrée sinusoidale:

u(t) = U cos(wt+ ¢)

— Re Uei(wt+¢),
=i(t)

Cas d'un systeme du second ordre:

§(t) +a1y(t) +a2y(t) = bra(l) + bou(t)
— Re (b%ﬁ (£) + by (t))

y(t) = Re(j(t)),
d?{j

CH0) a0 Faaf () = b () + ik (1)
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i (t) = Uellwttd) o %a (t) = iwlUel(wi+d)

d?j
dt?
Cherchons § (¢) de la forme Y ei{wi+?)

(1) + a1 (1) + a2if (1) = (buiw + bp) (1)
((iw)® + ayiw + a) § () = (briw + bp) ii (t) =

o bi1iw + bo
(z'w)2 + aqiw + as

j(t) =G (iw) @ ()

i (t)

i (1)

R > w+— G (iw) € C : Réponse fréquentielle

51



G (iw) € C : la réponse fréquentielle a donc une partie réelle et une partie
imaginaire. Ou:

G (iw) = |G (iw)| e 28(G(iw)),

En décibels:

|G (iw)|gg = 20log1g |G (iw)]

arg (G (iw)) souvent exprimé en degrés

arg (G (iw))geg = ? arg (G (iw))yad

Fréquence: f = 5.

G (—iw) = G (iw)

= seules les fréquences positives ont une réalité physique.
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4. Réponse impulsionnelle

A conditions initiales nulles,

§(p) =G (p)i(p)

Siu=24:

i(p) = 1=
3 (p) G (p) =
y(t) = L7HG®)} =g()

g:= L7 1{G (p)} : Réponse impulsionnelle du systeme
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5. Réponse indicielle

Probléme: I'entrée u = § n'est pas physiquement réalisable.

Siu="T:
i) = =
p
g(p) = LGN
p

y(t) = £71 {#} = I (t)

[.=r"1 {%} : Réponse indicielle du systéme

Relation avec la réponse impulsionnelle:

QZ%@I(t):/Ot_g(T)dT.
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6. Gain statique

Entrée u () = UT (t) = a(p) = &

Si limy_, 4+ oo y (2) existe: par le théoréme de la valeur finale

|imt_>_|_oo Yy (t) — Iimp—>0 py (p)

= lim,_op (G (p) %)
G (0)U

G (0) = gain statique = G (tw)|,,—o-
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V. Systémes du premier ordre
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Réponse indicielle:

Sia#0:

1) Analyse

G(p):pia, b #£ 0.
I(t)y=,71 <@>
p

%:b/a_ b/a
p p pta

I(t) = b (1—e )7 (t)

a

57



Sia<0: lim [I(t)]= o0 : systéme instable

t——400

Sia>0: lim [I(t)=0>b/a: systéeme stable

t——+00
Sia=0:G(p) = % . systéme intégrateur, instable.

Dans la suite, on suppose a,b > 0 et on écrit

B b/a Kk
G p) = 1—|—(1/a)p_ 1+7p

e k£ =b/a : gain statique

e 7 = 1/a : constante de temps
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2) Tracé de la réponse impulsionnelle

Impulse Response

Amplitude
o
o
(53]

0 10 20 30 40 50 60

Figure 18: Réponse impulsionnelle

1
G(p)=———
(p) 15 10p




2) Tracé de la réponse indicielle

Figure 19: Réponse indicielle

1

G(p)=———
(p) 15 10p
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3) Réponse fréquentielle

Lieu de Bode:
1. |G (iw)|qg en fonction de w (échelle logarithmique)

2. arg (G (iw))geg en fonction de w (échelle logarithmique)

k k

G (ww)| = = :
G (iw) 11+ itw| V14 72w?2

w — 0: |G (w)| — k, |G (tw)|yg — 20log1g (k)
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w — +00:
_ k
G (w)] ~ —,
' TW
|G (iw)|gg ~ 20logig (k) —20logig (Tw)

= 20 |Og10 (k) — 20 |Og10 (’7') — 20 |Og10 (w)

|G(iw)| — 0
& |G (iw)|gg — —o0

avec une pente de —20dB /décade
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1

G (iw) = 1+iTw

= arg (G (iw)) = — arctan (Tw).

w — 0= arg(G(iw)) —0
w — “4oo = arg(G(iw)) —» —7m/2 = —90°.
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Bode Diagram

@
T
4
|

Magnitude (dB)
AN
1S
T
(4
|

iR

S
T
74
|

14 -

30

Phase (deg)

'
=3
3

90
10

Frequency (rad/sec)

Figure 20: Lieu de Bode

G —
(p) 15 10p
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VI. Systéemes du second ordre
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1) Analyse

bip+b2 N (p)
p2+aip+ay D(p)

G (p) =

Dans ce qui suit, by = 0, bp > 0, a> > 0.

On pose ar = w%, by = kw%, a1 = 2swq, wg > 0. D'ou

y)
W

G = k .
() p? + 2¢wop + wi

k = gain statique
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Calcul des pdles = racines de D (p)

D (p) = p* + 2¢wop + w§.

A = C2w% — w% — (gz — 1) w%.

e Si|C| > 1: poles réels. Le systéme du second ordre se décompose en
"'somme' de deux systemes du ler ordre.

e Si |¢| < 1: Nouvelle situation.
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Racines dans le cas (| < 1:

wQ (—C + %M)

e Si ( < 0: exponentielle divergente: instable.

o Si

¢ > 0

exponentielle convergente ; ( = coefficient

d’'amortissement.

pulsation propre non amortie

— wgy/1 — ¢% = pulsation propre (naturelle)
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2) Lieu des poles

Figure 21: Lieu des pdles : systeme du second ordre

69



3) Réponse impulsionnelle

Amplitude

Figure 22: Réponse impulsionnelle d'un systéme du second ordre

¢=0,1(-)0,3(--)0,5(-."),0,7 ().
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4) Réponse indicielle

Step Response

Amplitude

Time [sec)
Figure 23: Réponse indicielle d'un systéme du second ordre

¢=0,1(-)0,3(--)0,5(-."),0,7 (3).
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5) Réponse fréquentielle

Etude du phénoméne de résonance

Systéme du second ordre de gain statique unitaire :

w3 w3
5 0 5 = G (w) = — 5 0__ :
p* + 2Cwop + wj wh — w* + 2iCwow

G(p) =
v = w/wq : fréquence normalisée.

1

=
1 — v2 4 2ilv
1

(1 — U2)2 + 4C2”U2.

G (iw) =

G (w)? =
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Soit D (w) = (@ — 1) + 4¢2w. |G (iw)|? est maximum ssi D (w) est
minimum avec w = v? > 0.

d—Dzz(w—1)+4g2:2[w—(1—2<2)}

doo

s'annule ssi 2(2 <1l& (< @ := amortissement critique

— = 0ev=4y/1-203«

w = wpyl—2¢? = wy.

wr = pulsation de résonance
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Facteur de résonance :

G (i)

1
(1- v2)2 +4¢%0?| , o

1 B 1
act+4¢2(1-2¢2) 4 (1-¢?)
G (i) = 5o A

= facteur de résonance (parfois exprimé en dB)
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Lieu de Bode

y)
W

G (ww) =
(iw) w% — w? + 2iCwow

w—0:G(iw) ~1:|G(iw)|ygg — 0, arg (G (iw)) — 0°.
w— 400 : G (iw) ~ —w%/wz 1 |G (iw)|yg ~ —40logqg (w/wo)
= Pente de —40 db /décade

arg (G (iw)) — —m = —180°.
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Bode Diagram

[ap) aprnyube py

(Bap) aseud

Frequency (radizec)

Figure 24: Réponse fréquentielle d'un systéme du second ordre

1.

0,1(-"),0,3(--).0,5(-"),07(). wo=

¢
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VIl. Systémes d’ordre quelconque

D(0)y = N(9)u,
D) = "+ad" 1+ ... +an,
N@B) = b0" 1 +.. +bn

Hypotheése: D (0) et N (9) premiers entre eux.

Fonction de transfert :

G (p) = piy)
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e Pbles du systéeme: racines de D (p) .

e Zéros du systéme: racines de N (p).

Définition 1 Le systéme est stable si, a une entrée bornée u, correspond
un sortie bornée y.

Théoréme 2 Le systeme est stable si, et seulement si ses pbles appartien-
nent tous au demi-plan gauche C— = {p € C: R (p) < 0}.

Rappel: D(p) =p" +a1p" 1+ ... +an

Théoréme 3 Pour que le systéeme soit stable, il est nécessaire que a; >
0, Vi. Cette condition est suffisante dans le cas des systémes du premier
et du second ordre.
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Critére de Routh-Hurwitz

On écrit D (p) = agp™+a1p™ T +aop™ 2 +...4+an,ag > 0. On forme
pour k € {1,...,n}

aip ag 0 O ... O
a3 daz ai ag :
ay a4 a3 ag

A = det
ay a4

0 0 0 at

Une condition nécessaire et suffisante de stabilité est A, > 0,Vk &

{1,...,n}.

79



Exemples

(1) D (p) = p3 + a1p® + asp + as.

aip 1 O
Az =det | a3 ar aj
| 0 0 a3

A1 = a1, Ay = ajap — a3, A3 = azo.

Condition A1 > 0 : a3 > 0. Condition sgn (A3) = sgn(Aj) : a3 > 0.
Condition Ay > 0:as > az/a; > 0.
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(2) D (p) = p* +p3 +3p%> +p+1.
(3) D(p) =p*+p3+3p>+p—1.
(4) D(p) =p*+p3+p°+2p+ 1.

(5) D (p) = p* + p> + 2p%> + p + 3.
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Construction du diagramme de Bode
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Décomposition de la fonction de transfert

_ e N (p)
[1x D (p)
1 1

—— et == : fonctions de transfert du premier ordre, ou du second
Ng(p) Dy (p) P

G (p)

ordre ayant deux pbles complexes conjugués.

. . o 1 — o) .
|og10 |G (Z(U)| — % I £10 Dk (”L(U)‘ ; | 810 Nk (’LCU) 7
' — ar - — ar 1 '
arg G (iw) = Ek: g (Dk (zw)) Ek: g (Nk (zw))

=> obtention des courbes de GG (p) (amplitude et phase) a partir des courbes

de Bode des fonctions de transfert élémentaires ~—+— et —+—.
Ni(p) = Dg(p)
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Méthode:

i) Déterminer les abscisses des "points de cassure” du diagramme as-
ymptotique, c'est-a-dire les modules des poéles et des zéros. Les placer
sur |'axe des abscisses.

i) Pour chacun des points de cassure, appliquer la régle suivante pour la
variation de pente de I'amplitude et |la variation de phase:

Pole stable Pole instable | Zéro stable | Zéro instable

A (pente) | —20 dB/déc. | —20 dB/déc. | 20 dB/déc. | 20 dB/déc.

A (phase) —90° 90° 90° —90°

Tableau de la régle des cassures
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Exemple 1

100 (p — 1)

@ p) = p (p+10)

e Points de cassure: w = 0 (correspondant au pole p = 0), w =1
(correspondant au zéro instable p = 1) et w = 10 (correspondant au
pole stable p = —10).

e Diagramme asymptotique de Bode dans les basses fréquences: pour
w — 0, G (iw) ~ _,L—jjo Amplitude : pente —20 dB/décade passant
par le point (w =1, |G| g = 20). Phase: 90° (modulo 360°).

e Le reste du diagramme s'obtient en appliquant la "regle des cassures”.
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Phase (deg); Magnitude (dB)

40 : i ; ey

30

20

-250 ‘ ——— ‘ —————r

-300 \

-350 -

-450 : — ]
10" 10° 10"

Pulsation (rad/s)

Figure 25: Diagramme de Bode: Exemple 1.

10>
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Exemple 2

- p (p+ 10)
G(p) = (72— p+100) (p+ 1)

e Points de cassure: w = 0 (correspondant au zéro p = 0), w = 1
(correspondant au poéle stable p = —1) et w = 10 (correspondant
au zéro stable p = —10 ainsi qu'aux deux pdles complexes conjugués
instables de module 10).

e Diagramme asymptotique dans les basses fréquences: pour w — 0,
G (iw) ~ 15- Amplitude: pente de 20 dB/décade passant par le
point (w =1, |G| g = —20) . Phase: 90°.

e Le point de cassure w = 1 : pas de difficulté.
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e Au point de cassure w = 10, on doit comptabiliser

— l'action du zéro, qui provoque une variation de pente d'amplitude
de 420 dB/décade et une variation de phase de +90°;

— l'action des deux pb6les complexes conjugués, qui provoquent une
variation de pente d'amplitude de —40 dB/décade et une variation
de phase de +180°;

soit en tout: une variation de pente d'amplitude de —20 dB/décade
et une variation de phase de +270°.
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Phase (deg); Magnitude (dB)

-80

300

250 -

200

150 -

100 |-

50 -

Figure 26:

1 0 1

10 10 10

Pulsation (rad/s)

Diagramme de Bode - Exemple 2

10
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Autres exemples

3)
B p+ 10
“0) = Dol
4)
G (p) = 5p + 10

p(p®+3p? +4p +2)

en remarquant que —1 est un pdle.
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VIIl. Systémes en boucle fermée
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u

1. Algebre des diagrammes

E:

)
g

Figure de gauche : systémes en paralléle

7 (p) = (X1 (p) + X2 (p))a (p)
> (p)
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Figure du milieu: systeme en série

7 (p) = (X2(p) X1 (p))t (p)
> (p)

Figure de droite: rétroaction

7 (p) = 1755078 (P)
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U U € > Y

[ 4

Figure 27: Systéme bouclé

2 = mise en série
- de 25,

- du systéme bouclé élémentaire d’'entrée v et de sortie e : fonction de

1
tra nsfert 1_{_2—124,

94



- de Zl

- de 23

=¥ = ¥3% 15555
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2. Stabilité en boucle fermée

. ! ‘ , Y
/ @ Kp) —4 (%) P(p) (J%)

X
Figure 28: Systéme bouclé élémentaire

Fonction de transfert de la boucle ouverte :

L(p) = P (p) K (p)

Fonction de transfert de la boucle fermée :

L
I'lp) = 1+(Lp()p)
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CNS de stabilité en boucle fermée :

{pdles de T'(p)} C C~ < {zérosde 1 + L (p)} C C~

Critére du revers :
On suppose que L (p) n'a pas de poéles dans CT = {p : R (p) > 0}

Le lieu de Nyquist de L (p) est la courbe paramétrée w — L (iw) dans le
plan complexe.

Théoréme 4 Critére du revers: 1 + L (p) a tous ses zéros dans C~ ssi
le lieu de Nyquist de L (p) ne passe pas par le point critique —1 et le laisse
a sa droite.
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Cas d’un systéme du premier ordre

L(p):%m, k,’7'>0.

La phase varie entre 0° et —90°.

Imaginary Axis

Real Axis

Figure 29: Lieu de Nyquist d'un systéeme du premier ordre

Stabilité Yk > 0.
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Cas d’un systeme du second ordre

2
kwo

Lp) = PP 26woptwg’

La phase varie entre 0° et —180°.

Nyquist Diagram
T

Imaginary Axis

Figure 30: Lieu de Nyquist d'un systéme du second ordre

Stabilité Yk > 0.
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Bode Diagram

1000
— (1+10p)(1+p)(1+0.1p)

Autres exemples - Exemple 1
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Frequency (rad/sec)

Figure 31: Lieu de Bode

phase=-180° = module ~ 53dB
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Prenons kyp = —60db = k = 10—60/20 = 103,
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é (k
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Figure 32: Lieu de Bode du systéme compens

Marge de gain: 7,68dB correcte (> 6dB); marge de phase ¢ = 21° in-

suffisante (il faut ¢ > 45°)
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Nyquist Diagram
T

8
S S
6
4 |
2 -
X%
2
>
5 0
£
[o))
©
£
£ Ll
4
6L
&
-8 [
-2 0 2 4 6 8 10
Real Axis

Figure 33: Lieu de Nyquist du systéeme compensé (k=10"(-3)).
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Prenons k = 4.10~%

Bode Diagram

sysl
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Figure 34
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Nyquist Diagram
T T

3 T
B
K%}
x
<
>
LT T T .
£
()]
©
E
4
_3 L | 1 1 L 1 1 1 L
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4
Real Axis

Figure 35: Lieu de Nyquist du systéme compensé (k=4.10"(-4))
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Bode Diagram
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Figure 36
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7,34dB= k£ ~ 0,43

~

kaB

Bode Diagram

System: sys

Phase Margin (deg): 45.3
Delay Margin (sec): 2.27

10

| g s
t——= == - -t - — -
r—-——=>77 777 -T- - - T- -0
r—-——=—77 777 -T- - - T- -0
L I E

(ap) spniuben

(Bap) aseud

Frequency (rad/sec)

0,43)

Figure 37: Lieu de bode du systéme compensé (k
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Nyquist Diagram

15

10+

S

k%)
2
> —_—
& 0O+ e —
c
D
It
E
5L ]
-10 - _
-15 | | | | | |
-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
Real Axis

Figure 38: Lieu de Nyquist du systéme compensé (k=0.43)
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Utilisation de I'abaque de Black-Nichols

Nichols Chart

205 oe T 148
] S
0 T SR &y
. 5’ : System: sys [ S
a e : Gain (dB): 7.31 / ~ - i -
< 0TS, v s Phase (deg): -135 .~~~ S
8 N RS - Frequency (rad/sec): 0.349 ~ -
9 5[ ST ,,
o A
3 e -
T 101 " .
2 ‘ -
S sl R f
|
|
200 /o e - - -
-251- J
30 ! B
|
-135

Open-Loop Phase (deg)

Figure 39: Lieu de Black-Nichols du processus

= kyg = —7,31dB= k = 0, 4315
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[ NTEDR T BN S

: : System: sys
—ooee L Phase Margin (deg): 45.2 - - - ]
ol Delay Margin (sec): 2.26 - :
“~ ' Atfrequency (rad/sec): 0.349
o Closed Loop Stable? Yes |
O = \ ¥ ] i )j i
_ -10F e S
& ol .
z
< / |
S 20t s 3 " | System:sys : ]
o ‘ ’ Gain Margin (dB): 15.3
§ ‘ At frequency (rad/sec): 1 ‘ ‘
c S0 Closed Loop Stable? Yes \ 4
g ! |
S |
T A S
| | |
| | | |
| ! | |
-50 + : : | | _
| |
| | | |
60| ! | i
N 1 ! |
-270 -225 -180 -135 -90

Open-Loop Phase (deg)

Figure 40: Lieu de Black-Nichols du systéme compensé

(k=0.4315)
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IX. Compensation par avance de phase
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Exemple :

1. Le probléeme
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Lieu de Black-Nichols :

Nichols Chart
30+ N ‘ 02548 il

05dB

200 7Tt Ads g

ol Tt dee

R -~ systemsys
Magscmi - Gain(dB): 9.1
. N ~ ~__ Phase (deg): 225

g0

Open-Loop Gain (dB)

20— _ L

-30 +

ilo ) R E—— [ - [ e -

Open-Loop Phase (deg)

Figure 41: Lieu de Black-Nichols du processus

Marge de phase de 45° = ky;p = —9,11 = k£ = 0,35
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Michals Chart

O pen-Loop Gain (dB)

135 180 225 270
Open-Loop Phase (ded)

Figure 42: Lieu de Black-Nichols du systéme compensé (k=0,35)

Pulsation au gain unité : wg = 0,3 rad/s.
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Simulation temporelle :

0,35)

Figure 43: Sortie (k

Est-il possible de conserver la méme marge de phase tout en accélérant le

systeme bouclé?
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2. Solution : avance de phase

Compensateur a avance de phase : Hg(p) = 11++—O‘T7]-f, T >0, > 1.
Cast=1,aa=5:

Bode Diagram

I agnitude (dB)

Phaze (deq)

Frequency (radizec)

Figure 44: Lieu de Bode d'une cellule a avance de phase
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La phase passe par son maximum ¢, = arcsin_—3 O‘ 1 pour wg =

moyenne logatithmique de E et ;.

Alors le gain de Hy (p) est v/a = la "cellule & avance de phase"

=
H(p)=L =

\/=

apporte a la pulsation wqg une avance de phase

o - a—1
g = arcsin g

un gain de 0dB.

Suite de I'exemple:

E

\]
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Michols Chart

: ' T
30 ' e L -I25 dB ! -
! Asd8 - !
0T -~ . adm RS TTEL At T

. ST System P T _.F Jr\,"'.--.-"-h_--' ~d

D 0k R Gain (dB) 291 - Cosd Rt

= P Phaze (deg) 202 ) Vo T

fis] Ll L -

oo . % T

s of S T

= - - W e

] Pl e

=% e -

o[ Tl PN .,
A0F .4
B e T St B SR SIS H R e hhht -

)
90 135 180 225 270

Open-Loop Phase (deg)

Figure 45: Lieu de Black-Nichols du processus

Marge de phase de 45° pour wg = 0,5 rad/s =

- avance de phase g4

kyg = —2,91dB= £k

225° — 202° = 23°%;

0,72
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Compensateur

1+3 1+3
K (p) = 0,72.0,66—L _ — 471;; 3]’2
,32p

1+1,32p
H(p)

Michols Chart

System: L
Phaze Margin (deg): 43.1 |
Delay Matgin (zec) 1.6
At frequency (radizec) 0493 7----._
Clozed Loop Stable? Yes [

A -
o 1 System: L o .
% Gain Margin (dBY §.49 T J
'% At frequency (radfzec); 1 - -7 . i
o Closed Loop Stakls? Yes - UL
2 ooy DT
= . \ i
i ‘I. bl
& 1 1
o . a
° I‘ _,_,\;— —e=m-m7
H | i
135 180 275

Open-Loop Phase (deg)

Figure 46: Lieu de Black-Nichols du systeme compensé
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Comparaison des réponses temporelles (compensateur proportionnel
et compensateur par avance de phase)

Step Response
T

14

Amplitude

"o 10 20 30 40 50 =10
Time (sec)

Figure 47: Réponses a I'échelon
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Exemple

_ 5p+10 - .
P(p) = 3321 apia Lieu de Bode :

Diagramme de Bode
20 ——T T — T T T .System:P
R e \ . : Frequency (rad/sec): 4
Magmtude(dB) -9.46

' gg Magnitude (dB): -0.0385

Magnitude (dB)

5 System: P
. ... Frequency (rad/sec): 4

Phase (deg)
[}
w
o

135 : '+ Phase (deg): ~163
A System P ] ST J

=180 5t : Frequency (rad/sec): 2.38 - """'17"_"*'*' i
10 Phase (deg): =145 10 10

rusauun Udufaec}

Figure 48: Lieu de Bode du processus

Calculer le compensateur pour lequel la marge de phase est de 60° a wg = 4
rad/s.
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Solution :

g = —180° + 60° — (—163°) = 43°.

o = 1+S!n(90d) — 5.24
1—sin(¢q) ’

Ja wy =2,29/4 = 0,57

1/ (wo/@) = 1/ (4.2,29) = 0,11

H( ): 1 1+g—§p —0.44 1+0,57p
P Valilop T IO

gain kyg = 9,46dB= k£ = 2,95

. 140,57p _ 140,57p
= K (p) = 2,95.0, 441011, — 1301011,
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Lieu de Bode du processus (P), du compensateur (C) et de la boucle
ouverte (L)

Diagramme de Rode
50 LI B N N S | LI B B N L S | T "SyStemL
porppmnoriiinn b Frequency (rad/sec): 4
. i i Magnitude (

(=]

o
=2
2 : Do 5 Do
= Lo : .
o
(T
=

gsh Cllseml
§ Do . i i Frequency (rad/sec): 4 :
BAY R .77 Phase (deg): -120 ;
: ! B PO ! Dol

_180__.2...§...;..;..;.;.;.L;; ...... 5....é..;.;.L:;.;.;.'.J....é.__;..;.;.;.;f;h_.lf..-;.=;..:.
10 10 10 10
Pulsation (rad/sec)

Figure 49: Lieux de Bode
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Simulation temporelle du systéme assservi

o N O

0.5

'I Umazr = 6,8 —— Uppe(t)
\
\~ i = —0,88 |
0.5 1 1.5 2 25 3 3.5
D = 18,4% Yeorl)
/ VF =0,87
/ TRosos = 1,12 5
| I/ | | : | |
05 1 1.5 2 25 3 3.5

Figure 50: Simulation temporelle
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3. Régulateur proportionnel et dérivé

1
Kpp(p) =k |1+ Typ T

1+ wfp
N’

\ Filtrage de la dérivée)

Kpp (p) = ME2ZL avec
1y
A=k, =—, a=N-+1
T N +

= compensateur par avance de phase + gain.
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X. Régulateur proportionnel et intégral
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1. Nécessité d’'une action intégrale

‘ ('[1 ‘ ('{-'_)_

r . . Y
—}r@—~ Kp) L@— Pp) ‘@ >

Figure 51: Systéme bouclé standard

__P(p)K(p)
1+ P (p) K (p)

P (p) J (p)

Cz2(p)+1+P(p)K(p) '

4 (p) 7 (p)+

1+ P (p) K (p)
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1

1+ P(p)K(p)
S(p)= fonction de sensibilité
P (p) 5
d :
+POK@) 2
P(p)S(p)

é(p) = 9(r)—7(p) =

(d2(p) — 7 (p))

_|_

Absence d'erreur statique pour r = C*+ rejet de la perturbation ds :

S(0)=0<« lim |P(p) K (p)| = co.
p—0

+ Rejet de la perturbation dy : P (p) S (p) ~ P(g)(f()(p) = K](-p) =

lim |K (p)| = oo
p—0

= régulateur a action intégrale .
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2. Fonction de transfert d’un régulateur Pl

Kpr(p) =k (1 + ﬁ)
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Bode Diagram
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k

0,1
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Figure 52: Pl

arg (Kpy (iw)) = arg (1 + iTjw) — w/2 = arctan (TTw) — 7 /2.

Ce régulateur apporte un retard de phase

/2 — arctan (TTw) € ]0,90°]

)
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Méthode : Deux étapes :

1) Déterminer le régulateur qui retarde la phase de ¢ a la pulsation wq

sans modifier le module
2) Rajouter la compensation proportionnelle nécessaire

Etape 1):

_ 1 _ 1 _ TTwo _
Kp(0) =7 (14 75)  T1 = Goeanon ¥ = N cos (1)
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3. Exemple

1—-0,1p

P(p):2(1+0,5p)(1+p)

Objectif: marge de phase de 60°.

1) Commande proportionnelle
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Michols Chart

L~ a Cdaa-- 1
=0 1
L \ \
[ P L
. P [
[ - 1
[ 1
LT IR
w et . IS
[ LT 1 P __ _
. .=
[} . I .
o= LT :
_-5 '
T SR :
'
L5 ...... ..|..ﬂ|
- T E - .
[ - '

(@) ure £ doo-uad o

-43

-90

-135

-130

Open-Loop Phasze (deg)

Lieu de Black-Nichols de P(p)

Figure 53

2rad/s.

= Gain de 3,79dB, wp
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2) Commande PI

Choisir un point du lieu de Black-Nichols ayant une phase > —120° =
wo < wp.

Possibilité wp; = 1rad/s =-phase = —77, 5°.

Retard de phase : 120° — 77,5° = 42, 5°.

_ 1 _
17 = wo tan(42,5x7/180) — 1,09s

v = cos (42,5 x w/180) = 0, 74.
Mettre en série un gain de —2,06dB~ 0, 79.

Régulateur PI: K (p) =0,79 x 0,74 (1 + 1 (%9p)
k=0,58 |
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Michals Chart
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Figure 54: Lieu de Black-Nichols des systemes compensés: P(’-'), PI('- -’
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Figure 55: Réponses a |'échelon : commandes P ('-') et PI (- -')
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4. Exercice 1

_ 5p+10 T
K (p) = 3132 42 Objectif: régulateur Pl, marge de phase de

MP=60°.

136



Diagramme de Bode
20 IR EEE R R

Ob--e-: System:P.i_-_%.‘“___.g_ _______

Frequency (rad/sec): 1 :
Magnitude (dB): 10.9

Magnitude (dB)

_88_? _____ EEE I

-

System:P |
Frequency (rad/sec): 1
Phase (deg): -82.1

N
\ !

System: P - R

Frequency (rad/sec): 1.61 | "

Phase (deg): -120 .0 ... i st il

10°" 10 10
Pulsation (rad/sec)

1 System: P
Frequency (rad/sec): 0.35 :
Phase (deg): =30 .....

Phase (deg)

Figure 56: Lieu de Bode du systeme

Solution

Prenons wg = 1 rad/s.
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w7 = arg P (iwg) + 180°—MP = 37, 9°.

_ 1 _
17 = wo tan(37,9x7/180) — 1,28s

v = cos (¢r) = 0,79

en série: gain de 1010:9/20 — g 28

1
k=023 » <OP

138



Magnitude (dB)

Phase (deg)

Diagramme de Bode

RHE System: L
Frequency (rad/sec): 1

.

...................

Magnitude (dB): -0.078 i i

..............

-135"""';'“ System: L
Frequency (rad/sec): 1:

I N, . P

_480lo—i..  Phase (deg) -120i i itEitimeedo il
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Figure 57: Diagrammes de Bode
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Figure 58: Simulation temporelle: réponse a |I'échelon du systéme bouclé
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5. Exercice 2

Méme systéme, |'objectif étant une marge de phase de 45°

e e
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Figure 59: Lieu de Bode de |'exercice 2

0.6570s

T =

k = 0,3936,

Réponse :
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XI. Régulateur proportionnel, intégral et
dérivé (PID)
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1. "Philosophie"
- Le terme intégral du Pl élimine I'erreur statique mais ralentit le systeme
bouclé.
- Le terme dérivé du PD accélere le systeme bouclé.
— combiner les deux effets : régulateur PID
A une pulsation wq choisie on voudra une marge de phase M P

— faire une avance de phase ¢, ; € ]0,90°[ a cette pulsation wq sans
changer le module (cellule a avance de phase)

— faire un retard de phase ¢; € ]0,90°[ a cette pulsation wq sans changer
le module (PI), avec

arg (P (iwp)) + g — ¢y = —180 + M P (2)

— Mettre en série un gain de — | P (iwq)|qg = —20log1g (| P (iwg)|)
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Remarque 1

arg (P (iwg)) + g —p; = —180+ MP &<
arg (P (iwg)) = MP —180+ (¢ —¢q)
€]—90°,4-90°[

réalisable si, et seulement si

MP —270° < arg (P (iwg)) < M P —90° (3)

Cas d'une commande Pl : ¢, = 0 — réalisable si, et seulement si

MP — 180° < arg (P (iwg)) < MP — 90° (4)

(condition plus contraignante).
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Remarque 2

On a une condition sur ¢4 — @ = on peut choisir arbitrairement ¢ + @7

Choix "raisonnable" :

g+ pr =90°
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2. Exemple

1-0,1
P(p) = 2(1—|—O.5p)(219—|—p)

On a déja concu pour cet exemple :

- Une commande proportionnelle pour laquelle la marge de phase est de
60° a wg = 2 rad/s (p. 132).

- Une commande Pl pour laquelle la marge de phase est de 60° a wg = 1
rad/s (p. 133).

- Simulations temporelles : p. 135.

- On souhaite maintenant concevoir une commande pour laquelle la marge
de phase soit de 60° a wg = 2 rad/s sans erreur statique.
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Michals Chart
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Figure 60: Lieu de Black-Nichols de P(p)

arg (P (iwg)) = —120° = condition (4) non satisfaite, condition (3)
satisfaite.

= régulateur PID nécesaire.
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(2) & g — 7 = —180 — arg (P (iwg)) + M P.

En prenant ¢+ @7 = 90° :
1
pa = (=907 —arg (P (iwo)) + MP)

1
or = 5 (270° + arg (P (iwg)) — M P)

|Ci, Pd — PI — 450.
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Etape 1: calcul du compensateur a avance de phase

_ 14singy 14272 2
o= Ee - B 2 (14 vE) - 5 e

= Va=v2(1+V2/2) =1+ V2 =2,414
= 1/va=1/(1+v2) =v2-1=0,414

_ 1+(2,414/2)p 1+1,21p
H (p) = 0, 4147 16712/2), = 0> 41414021,
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Etape 2: calcul du PI

I T
1T = Gotan(er) = 2tan(x/a) — 052

Y = cos (7'('/4) = \/5/2 = 0,707

_ 1y 2
Kpy(p) = 0,707 (1 + 075p) — 0,707 (1 + p) .
Etape 3: Gain de 3,79 dB

103:79/20 = 1,55

Etape 4: expression du régulateur

141,21 2
Kprp (p) = 0,414 X 0,707 X 1, 5535557 (1+3)
0,453
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3. Mise sous forme "PID standard"

— forme
Kprp (p) =k [ 1+ 74 + —4P
P 14+dp
E(I+N)P?+k( p-+7- o7 4
Kprp(p) = (d I> Id:,iw(l_F%)

p2_|_Tﬂdp 1+T1p
avec en posant § = 1 + (o — 1)% :
N=9%-1, Ty=Nr, k=rs, Tj=06m.

lci: § =3,02, N=0,92, T;=0,19, k=1,37, T;=1,50.




Comparaison des réponses temporelles :

14

L2 R EEEEEEEE SRR -

Figure 61: Réponses a I'échelon du systéme bouclé: P ('-"), Pl ('--"), PID

()
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Exercice

P(p) = — 5p§L10 Objectif: absence d'erreur statique, marge
>+3p +4p+2°
phase de 68 4 rad/s

Diagramme de Bode
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Figure 62: Lieu de Bode du systéme non corrigé
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