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0. Introduction




Représentations d "un systéme

Quelle est la représentation la plus pertinente?
Fonction de transfert?
Représentation d "état?

Représentation de Rosenbrock?




Caractéristiques d “un systéme

Exemples:

1. Commandabilité
Est-ce le systéme qui est commandable?
Ou une représentation du systeme?

2. Stabilité

Mémes questions




Réponses:

1. C“est le systeme qui est commandable, stable, etc.

2. Il faut des représentations suffisamment complétes.
Exemple: la commandabilité d “une fonction de transfert n “a aucun

Sens.

3. Il faut trouver des formulations intrinséques des caractéristiques des

systémes.




Quelles sont les descriptions intrinséques?

1. La "Behavioral approach" (Willems, 1986): | accent est mis sur les

solutions.

2. La Théorie des D-modules (Fliess, 1990): un systéme, ¢ “est un module
sur un anneau d “opérateurs: | accent est mis sur les équations.

3. En mathématiques: les précurseurs sont Grothendieck (Géométrie al-
gébrique, 1960) et surtout Malgrange (1962-1963).

4. Cadre général: | “analyse algébrique (Sato, Kashiwara, 1970,...)




Plan du cours

. Opérateurs différentiels

. D-modules et solutions

. Eléments d’algebre homologique et d'analyse algébrique

. Commandabilité et observabilité

. Modules sur les anneaux principaux

. Pbles et zéros

. Structure a l'infini




1. Opérateurs différentiels




1.1. Corps et espaces vectoriels

K un corps, EF un K-espace-vectoriel a gauche.

Soit | “équation
=0, NeK*, zckE.
Alors
1/X € K,
par conséquent

(1/A) Az =0 =>z = 0.
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1.2. Anneaux et modules

A un anneau, M un A-module & gauche.

Soit | “équation

A =0, AN€A”*, x¢cM.

Si A n’est pas inversible, on ne peut pas en déduire x = 0.

Exemple:

A =C[d], d=d/dt.

d
Aa::0<:>—$:0:¢:c:0.
dt
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1.3. Compléments sur les anneaux

Notion d "anneau

1. A un anneau: ensemble muni

2. d une addition. Chaque élément A € A a un opposé —\ € A tel que
A+ (=A) = 0.
Groupe abélien: |"addition est commutative: A\ + u = u + .

3. d“une multiplication (A, u) +— Ap. Distributivité par rapport a
| “addition.
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Anneau intégre (= domaine):

Telque \u =0= A=00u u=0.

Anneau commutatif:

Tel que A = pA pour tous A\, u € A.

Unité dans un anneau:

Elément v qui est inversible: Juo—1: vv
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Exemples

1. L anneau des matrices My (C) n’est pas intégre, car
10 00| |00O
00 01| |00}
2. M5 (C) n’est pas commutatif, car
01 0 2 £ 0 2 01
2 0 10 10 2 0|

3. Unité dans M5 (C) : élément de GL5 (C).
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Idéal dans un anneau

1. Idéal a gauche J : sous-goupe abélien de A tel que AJ = 7.

2. ldéal a droite J : sous-goupe abélien de A tel que JA = 7.

3. Idéal bilatére ( = idéal): idéal a gauche qui est un idéal a droite.

4. Idéal (a gauche, a droite ou bilatére) propre: # A.
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Ensemble générateur d "un idéal

1. G C A. L’idéal a gauche J engendré par (G est le plus petit idéal a
gauche contenant G.

2. Si G est fini: J est dit de type fini.

3. Si G ={a}: Jest [’ideal principal a gauche engendré par a:

J = Aa.
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Eléments associés

a,b € A sont associés a gauche si

(Funité v :a =vb) <= Aa = Ab

a,b € A sont associés a droite si
(Funité v’ : a = ') &= aA =bA
a,b € A sont associés si

(3 unités v, v : a = V') <= AaA = AbA

17



Quelques types d’anneaux

1. Anneau principal a gauche:
— Anneau intégre A tel que tout idéal & gauche est principal.

2. Anneau de Bézout a gauche:
= Anneau intégre A tel que tout idéal a gauche de type fini est
principal.

3. Anneau noethérien a gauche:
= Anneau A tel que tout idéal & gauche est de type fini .
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. Anneau principal:

= Anneau principal a gauche qui est principal a droite. (Idem pour les
autres types d “anneau.)

. Anneau euclidien a gauche:

= Anneau integre A muni d “une fonction euclidienne a gauche .
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Fonctions euclidiennes

Soit A un anneau intégre.

e Fonction euclidienne a gauche:

= fonction 6 : A — N U {—o0} telle que:

1. 6(0) = —o0,

2. 6(ab) >0 (a) > —ocosia,be A~
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3. Pour tout a € A et tout b € A, il existe ¢, € A tels que

a=qb+r, 0(r)<80(b)

(division euclidienne de a par b a droite).

e Fonction fortement euclidienne a gauche:

ldem avec (2) changée par (2):
0 (a—b) <max{0(a),0(b)}, O(ab)=0(a)+6(d)
sia,be AX.

e Fonction euclidienne a droite : idem en interchangeant ¢ et b dans (3)
(division euclidienne de a par b a gauche).
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Exemples

1. Anneau Z, 0 (a) = |al.
6 = fonction euclidienne, mais pas fortement car 6 (a —b) <«
max {60 (a),0(b)}.

2. Anneau K [X], K = corps commutatif, 8 (f (X)) = d° (f (X)).

6 = fonction fortement euclidienne.

Théoréme 1 (1) Le reste r de la division euclidienne (3) est unique si, et
seulement si 0 est fortement euclidienne.
(2) Un anneau euclidien a gauche est principal a gauche.
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lllustration de (1):

Dans Z, division Euclidienne de 7 par 2 :

(=2x3+1=2x4-1.
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Démonstration de (2):

Soit a un idéal a gauche, 0 # b € a tel que 0 (b) est minimum parmi les

entiers.

Soit 0 # a € a et faisons la division euclidienne a droite de a par b :

a=qb+r, 0(r)<0(b)
donc 6 (r) = —oo, donc 7 = 0, donc a = ¢gb € Ab.

Donc

a—= Ab|.
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1.4. Corps de fractions

Cas commutatif

Si A est un anneau intégre commutatif , il admet un corps de fractions
K.

Tout élement de K s'écrit sous la forme b/a , a,b € A, a # 0.
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Cas non commutatif
On distingue les fractions a gauche a~1b des fractions a droite ba 1.

Définition 2 Un anneau intégre A est d'Ore a gauche si on peut réduire
un nombre fini de fractions a gauche

al_lbl, oy ay by (a; #0)

au méme dénominateur.

Théoreme 3 Un A anneau admet un corps de fractions a gauche K si,
et seulement si A est d'Ore a gauche.
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Pour un anneau integre,

noethérien =—> d'Ore

T

commutatif

Tout élément de K s'écrit sous la forme =10, a,b € A, a # 0.

Si A est d'Ore (a gauche et a droite) , son corps de fractions a gauche et
son corps de fractions a droite coincident: tout élément de K s’écrit sous
la forme

a 1p = b/a’_l,

a,a’,b,b’ € A, a,a’ #O0.
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Idéaux inversibles

(1) Cas commutatif

Soit a un idéal de I'anneau commutatif A. a est inversible s'il existe un

idéal fractionnaire g tel que

aq = A.

(a) Définition d'un idéal fractionnaire:
q C K est un A-module pour lequel il existe d € A* tel que dq C A.

(b) Définition de aq

aq = {Zﬂnie a;iqi; a; € A, g € Q} :
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(2) Extension au cas non commutatif(Gentile, 1960)

Soit a un idéal a gauche dans un anneau d "Ore a gauche; a est inversible
s'il existe
dq1,---54n < K7

a,...,an € a

tels que
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Lemme 4 Sia # 0 est un idéal principal a gauche dans un anneau d “Ore

a gauche, il est inversible.

Démonstration. Si a = Aaq, q1 = al_l est tel que aq; = Aalal_l = A
et gra1 = al_lal =1 =
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1.5. Anneaux de Dedekind et anneaux

factoriels commutatifs

Anneaux de Dedekind

Un anneau de Dedekind a gauche est un anneau d “Ore a gauche dont tous
les idéaux a gauche sont inversibles.

Théoréme 5 (1) Un anneau principal est un anneau de Dedekind.

(2) Dans un anneau de Dedekind, tout idéal a gauche est engendré par 2
éléments (de méme pour tout idéal a droite). Un anneau de Dedekind est
donc noethérien.
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Anneaux factoriels commutatifs

Dans un anneau A, un élément p # 0 est extrémal (ou est un atome) sl

est non inversible et

ab = p — p est associé a a ou a b.

Un anneau intégre commutatif est factoriel si tout élément £ 0 admet
une décomposition unique en atomes: il existe un systéme représentatif
d“atomes (p;);cs tel que tout a # 0 s'écrit de maniére unique sous la
forme

a=v[[p? Jfini
1eJ

oll v est une unité.
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Eléments premiers

Dans un anneau intégre A, un élément p # 0 est invariant si

Ap = pA.

Un tel élément est premier si

plab=—p|aoup]|b.

Lemme 6 Dans un anneau intégre, tous les idéaux principaux non nuls

sont engendrés par un élément invariant.

Théoreme 7 Un élément premier est un atome. En supposant A com-
mutatif, la réciproque est vraie si, et seulement si A est factoriel.
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Théoréme 8 Un anneau principal commutatif est factoriel.

Exemple: A =7 [\/—5] n “est pas principal car

6=2x3=(1-+=5)(1++-5)

sont deux décompositions de 6 en atomes.
Mais c est un anneau de Dedekind.

Si tous les anneaux integres étaient principaux, le dernier théoréme de
Fermat aurait été démontré par Lamé en 1847, au lieu de Wiles en 1995!
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Anneaux simples

Un anneau A est simple si son seul idéal (bilatére) propre est 0.

Un corps est un anneau simple.

Proposition 9 S/ un anneau intégre A est simple, ses seuls éléments in-
variants sont les unités. La réciproque est vraie dans un anneau principal.

Démonstration. Soit p est invariant: p # 0 et
Ap = pA = pAp.

Si A est simple, pAp = A car pAp # 0. Dans un anneau principal, tous
les idéaux bilatéres dont de cette forme d’aprés le Lemme 6. =
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1.6. Anneaux d “opérateurs différentiels

Opérateurs différentiels a coefficients constants

On condidére |'anneau d'opérateurs
D =k |[0]
k =R ouCetoud=d/dt

— anneau commutatif , fortement euclidien donc principal.

Soit w € C°° (€, k) (€ intervalle ouvert # @ de R) et p(9) € k[J].
On peut former

p(0)w e C°(Q,k).

Théoréme 10 C°° (€, k) est un C [0]-module.
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Opérateurs différentiels a coefficients dans un anneau différentiel

K = anneau commutatif différentiel (muni de la dérivée usuelle), D =
K [9].
Exemples:

1. K=k[t].
Soit w € C*° (2, k), a € K. Alors

0 (aw) = aw + aOw
(régle de Leibniz), donc

da — ad = a (1)

et (1) est appelée la régle de commutation .
Les "indéterminées" t et O ne commutent pas.
Cet anneau D est non commutatif .

= premiére algébre de Weyl Aq (k).
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2. K = Oq, anneau des fonctions analytiques sur l'intervalle ouvert
Q # & de la droite réelle, a valeurs dans k.
Cet anneau est intégre, et peut étre muni de la dérivée usuelle a — a.
On a de nouveau la régle de commutation (1).

Théoréme 11 Soit K D Q un anneau différentiel (muni de la dérivée
usuelle), D = K [0] (muni de la régle de commutation (1)).

(1) D est un anneau d’Ore.

(2) D est noethérien si, et seulement si K est noethérien.

(3) Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) K n“a pas d'idéal propre a # 0 tel que a C a.

(ii) D est simple.

(4) Si K est un anneau de Dedekind, les conditions (i), (ii) équivalent a
(iii) D est un anneau de Dedekind.

Corollaire 12 (i) A1 (k) est un anneau de Dedekind simple (non commu-
tatif).

(ii) Oq [0] est un anneau non commutatif d’Ore mais n’est ni noethérien,
ni simple.
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Opérateurs différentiels a coefficients dans un corps différentiel

K = corps commutatif différentiel (muni de la dérivée usuelle), D =
K [J].
Exemples:

1. K = k(t)= corps des fractions de k [t] = corps des fractions ra-
tionnelles.
On conserve la loi de commutation (1).
On écrit:

k(t)[0] = By (k)

2. K = M@ = corps des fractions de Oq = corps des fonctions méro-
morphes sur 2.
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Théoréeme 13 S/ K n'est pas un corps de constantes, D est un anneau
principal non commutatif simple.

Corollaire 14 Bj (k) et Mq [0] ont la propriété ci-dessus.

Probleme: Sur quel(s) espace(s) fonctionnel(s) faire agir Bj (k) ou
Mq [0]7
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1.7. Exercices

Exercice 15 Montrer que | “anneau Oq (2 désignant un intervalle ouvert
non vide de la droite réelle) n'est pas noethérien.

Exercice 16 Démontrer le lemme 6, le théoreme 10 et le corollaire 12.

Exercice 17 Soit A un anneau commutatif intégre et S un sous-ensemble
multiplicatif de A*. On considére I'ensemble des éléments de la forme a /s,
acA,seS.

(i) Montrer que cet ensemble est un anneau (qu'on notera ST1A).

(i) Soit a un idéal de A. Montrer que S™1la (od la notation a une
signification évidente) est un idéal de STLA.

(iii) Monter que si a est principal (resp. inversible), S™la est principal
(resp. inversible).

(iv) En déduire que si A est un anneau principal (resp. de Dedekind),
S—LA est un anneau principal (resp. de Dedekind).
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Exercice 18 Soit Rq le plus grand anneau de fonctions rationnelles ana-
Iytiques dans Q, a savoir C (t) N Oq.

(i) Montrer que Rq = Sq Ic [t] oo Sq est I'ensemble multiplicatif des
polynémes sans racines dans €.

(ii) Montrer que Rq est un anneau principal commutatif et que ses éle-
ments premiers sont lest — X\, A € £, et leurs associés.

(iif) On condidére | “anneau différentiel Rq pour la dérivée usuelle. Montrer
que Rq [0] est un anneau de Dedekind non commutatif simple.
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2. D-modules et solutions
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2.0. Vocabulaire et notions de base

I. Morphismes:

Soit M, N deux A-modules a gauche.

(a) Homomorphisme f : M — N

Tel que f(Az +py) =Af () +pf(y)ou A, ue A, z,ye M
(b) Epimorphisme f : M — N

= homomorphisme surjectif: im (f) = N.

(c) Monomorphisme f: M — N

= homomorphisme injectif : ker (f) = {0}
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(d) Isomorphisme f: M = N
= homomorphisme injectif et surjectif.

(e) Plongements

Soit f : M < N un monomorphisme. Soit f : M — im(f) := J tel
que f(z) = f (z),Vz € M.

Soit j : J < N l'injection canonique: j(y) = y,Vy € J.
Alors f = j 0 f et f est un isomorphisme.
En identifiant M et J = f (M), M est "plongé"dans N.

On dira: soit f : M — N un plongement.
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Il. Modules quotient:

Soit M un A-module et N C M un sous-module.

Relation d'équivalence sur M : x = 2/ si x — 2’ € N.

Classe d'équivalence de = : * = = + N (notation).

L'ensemble des classes d'équivalence est un A-module noté M /N.
Epimorphisme canonique: ¢ : M — M/N : xz — x + N.

@ (r) =0 <= x € N : "par passage au quotient on annule les éléments
de N".
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2.1. Modules de présentation finie

Equations

Soit D un anneau d'opérateurs différentiels.

Soit
R € DI%Fk,

On s'intéresse a un systéme d'équations de la forme

Rw =0|.
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Exemple : Systeme d'état
r = Ax + Bu

x : colonne de n éléments, v : colonne de m éléments, A € K"*",
B € K™*™_ K = anneau différentiel (muni de la dérivée usuelle).

On écrit le systeme sous la forme

Ve

oI, — A —B][i]:o
R w

sur |'anneau

D = K [9]

muni de la loi de commutation (1).
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2.2. Liberté et torsion

Modules libres

Soit A un anneau, M un A-module a gauche.

Définition 19 (1) M est libre s'il admet une base. Cela signifie: il existe
une famille (cv;);-pc de M telle que tout m € M s'écrit de maniere
unique sous la forme

m= Y mio; (m; € A)
1eK
ot m; = 0 sauf pour un nombre fini d’indices.
(2) M est libre de type fini si K est fini: K = {1,...,k}. Alors:

M = ALXK

(lignes de k éléments € A).
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Si A est un corps K, M est un K-espace vectoriel a gauche, et
Théoréme 20 Un K-espace vectoriel a gauche est libre.

Un A-module M est dit de type fini s'il est un engendré par un nombre
fini d'éléments, c'est-a-dire s'il existe un entier r > 0 et un épimorphisme

@:Alxr—»M.

Soit (€7)1<;<, la base canonique de A1X" :

7
g; = (o, ...,0,1,0, ...,o)

Alors M est engendré par les m; = ¢ (&;) .
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Modules de torsion et modules sans torsion

Le théoréme qui précéde est faux si A n’est pas un corps. Supposons A
Intégre.

Phénoméne spécifique aux modules: les éléments de torsion.

Lemme et Définition 21 (1) Un élément m € M est de torsion s'il existe
0 # X € A tel que

Am = 0| (3)

(2) Si A est d'Ore , I'ensemble des éléments de torsion de M est un
sous-module de M, noté T (M) .

Casou A =D =K|[9]: A=p(0) et (3) s'écrit
p(9)m =0

= équation différentielle homogene.
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Un module M est:
e sans torsion si 7 (M) = 0,

e de torsionsi M =T (M).

Théoréme 22 (1) Un module libre est sans torsion.
(2) Si A est d’'Ore, un module M de type fini est sans torsion si, et seule-

ment si il existe un entier r et un monomorphisme (i.e., un "plongement")
M — AXT  (Gentile, 1960).
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Isomorphismes

(a) Théoremes de Noether
(1) Soit f : M — N un homomorphisme.

M/ ker (f) = im(f).

(2) Soit M7, M des sous-modules de M.
My + My ., M

M> _MlﬂMQ.

(3) Soit M7 C My C M3 des modules.

Mz, M3/M;
My Mo/M;

12
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(b) Correspondance
Soit N C M des modules. |l existe une correspondance biunivoque

entre les modules L tels que N C L C M et les sous-modules de M /N

donnée par

L
L — —
N

(c) Produit
Soit M1, My, N1, N> des modules tels que N; C M; (i = 1,2). Alors
Ml X M2 ~ Ml « M2
N1 X Ny B Nq No
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(d) Homomorphisme induit
Soit M7y, M5, N1, N» des modules tels que N; C M; (1 =1,2) et f :
My — Mb>.

(1) Les propriétés suivantes sont équivalentes

(i) f(N1) C No,

(ii) il existe un homomorphisme f : M;/N; — M>/N> induit par f
rendant commutatif le diagramme

My -

ler Lo
Mi/N1 — My/N>

(2) Alors
ker (F) =1 (F71(V2)), im (F) = @2 (im (£))
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Démonstration de (1):

(i)==-(ii): Supposons f (N1) C N». Soit

f:My— Mp/Ny:z— f(x)+ No.

Six —a' € Ny, alors f(x —a') € No = f(x —2/) =0.
— f () ne dépend que de = + Nj.

— On définit

f:My/N1— Mp/Np : x4+ Ny f(z) = f(z)+ Ny
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(i)==(i): Supposons qu'il existe f : M7/N1 — M>/N> et f o @ =
pa0 f.

AIorsa:EN1:>g01(33)=0:>(JF0901>(37):O:>(902Of)(33):
0= f(x) € N».

Donc, f(Nl) C No.
(2) Calcul de ker (f) ;

f@) = 0 <= ¢(f(x) = 0 <= f(z) € Mo & =z €
f7HIN2) <= 1 (2) € 1 (S (V)

— ker (F) = o1 (£ (V)
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(2') Calcul de im (f) :

geim(f) &3z € M/Ni:§=F(Z) = e2(f (2)).

Donc,

im (F) = 2 (im (/)
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2.3. Modules de présentation finie (suite)

Définition d’'un module par générateurs et relations

Considérons de nouveau I'équation (2):

Rw=0, RecDF

R représente un homomorphisme f : D1X? — DXk dans les bases

canoniques. On note

f=(sR)
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= multiplication a droite par la matrice R.

Reﬁqu
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Soit

e ((i)1<i<q la base canonique de D1x4q

: : 1xk
° (69)1§z'§k la base canonique de D",
Alors
k AN
GiR= ) rie; = 1“7 ligne de R.
J=1

Soit w; I'image canonique de ¢, dans DIXE /imp (eR) .
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Puisque

k
) Tij€j € imp (eR),
Jj=1
on a
k w1
> TijW; = O<— R : =0
i i
w

= équation (2).
Soit M = [w]p = le module engendré par {wq, ..., wy} -
M est défini par les générateurs {w1q, ..., wy} et les q relations de (2).

DXk — module des générateurs , D1X9 = module des relations
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Exemple

Construction du systeme ay + bu = 0, a,b € C.
D=C[d],d=d/dt

{<}= base canonique de pD : ¢ =1

{e1, e2}= base canonique de D1X2: ¢y = (1,0),e5 = (0,1).

£(¢) = (ad)e1 +bep = | ad bllgl,
R

@ : D1X2 _ DIX2/im (f) épimorphisme canonique.

y=p(e1),u=¢(e2).

o (£(€) =0« (ad)y+bu=0< ay+bu=0.
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Caractere intrinséque d’un module

M reste inchangé si on fait des permutations des relations, des générateurs,
etc.

Par conséquent,

e |le module M est un objet intrinséque,

® (2) résulte d'un choix arbitraire dans la "mise en équation".

Le systeme qu'on veut modéliser peut donc s'identifier a M, non a
I'équation particuliére (2).
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2.4 Suites exactes

Définition

Soit un diagramme de modules et d’homomorphismes de la forme

fn fn—l—l

— My — Mp — My41 — ...

ou la composition f,, 11 o fn est bien définie pour tout n.

Ce diagramme est une suite exacte en My, si

im (frn) = ker (frne1)|

Ce diagramme est une suite exacte si elle est exacte en M, pour tout n.
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Exemples
(1)

0 — My -1 M,

f est un monomorphisme

(2)
My~ My — 0

f est un épimorphisme

(3)

O—>M1L>M2—>O

f est un isomorphisme
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My 1 My <% Mz — 0

im (f) = ker (g), Ms = im(g).
Décomposition canonique de g :
M, L5 Mg

@l /
Mo/ ker g

) = isomorphisme: M3z = M/ ker(g) = M>/im(f) £ coker(f).
Dou:

M3 = coker (f)|.
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(5)

O—>M1i>M2i>M3—>O

— suite exacte courte .

Cas particulier:

Mo = extension de M7 par M3,

My = ker(g), M3z = coker(f)|

M2:M1 X M3.

(4)
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Retour sur I’équation (2)

Equation:
Rw = 0. (2)
Module:

M = [w]p = DY*/imp (e R) = cokerpy (o R)

Le module M est représenté par la suite exacte:

pixq B pixk ¢ 2 g

ot ¢ : DXk — DIXE /imp (eR) est I'épimorphisme canonique.
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2.5. Solutions

Définition des solutions (2)

Soit W un D-module a gauche.
Exemple: W = C*° (£, k).

Soit R € D7%%. On définit I'ensemble des solutions dans WF :
%:{WEWk:RW:O}

= behavior au sens de Willems.

Par conséquent,

‘B = keryy (Re) |-
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Théoreme 23 Si D est une A-algébre (A anneau commutatif), ‘B est un
A-module. En particulier, si D est commutatif, 8 est un D-module.

Exemple: D = A; (k) =k|[t,0], k=RouC, W =C°°(Q,k).
B est un k-espace vectoriel.
B n'est pas un Aq (k)-module:

Soit

B = {wecW:ow=0}
= k.

En particulier, 1 € B mais t ¢ *B.
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Le foncteur By,

By :
1. M — By (M) = Homp (M, W)
2. Si « € Homp (M7, M>), on a

By (a) : Homp (M, W) — Homp (M1, W) : o — poa:
By (Mp) Byy (M)

My =5 M,
Ba)e) N L
W

By (@) (p) =poa
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Le foncteur By est contravariant:

a1 (o %)

My — My — Mj
o1 N 7 3
%%

La fleche du milieu est oy = 30 as = By () (¢3). On a
p1 = 20 ar = Byy (a1) (¢2) = Bw (c1) (Bw (2) (¢3))

p1 = @30 (apoay) =By (e oar)(p3),

par conséquent *Byyr renverse les fleches:

By (a2 0 a1) = By (a1) o By (o)
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Interprétation de By, (Dlx}f) =~ Homp (Dle, W>

(gi)lgigk la base canonique de D]'Xk

(VI HomD(D1Xk,W>—>Wk

[ g(e1)
Homp (D%, W) 5 g4 (g) = e Wk

| g(er) |

1 est un isomorphisme canonique permettant d'identifier By, (Dle> et
Wk,
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Cas particulier: £ =1
Qp : HomD(DD,W) — W fl—> f(].)

i est D-lineaire: ¢ (af + Bg) = (af +89) (1) = af (1) + Bg(1) =
atp (f) + BY (9) -

1 est injective:
Y(f)=0= f(1)=0= (f (o) = af (1) = 0,Va € D)
— f =0.

1 est surjective: soit w € W et f: a+— aw. Alors ¥ (f) = w.
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Conséquence

D1xq ﬁ) Dlxk RN M '
! ! ! !
Re

we & Wk By (M) — 0

Toutes les fleches verticales représentent le foncteur By .
¢ est I'épimorphisme canonique D%k — M

L est le monomorphisme By (M) — Wk
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By (M) = Homp (Dle/ imp (eR), W>
s'identifie aux élements de W* qui s’annulent sur imp (8 R) , c'est-a-dire

By (M) = {weW": Rw=0}
— kerW (RO)

M = cokerp (e R) Bw ‘B = keryy (Re)

(Malgrange, 1962, en utilisant les idées de Grothendieck en Géométrie
algébrique).
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Explicitation de I'isomorphisme de Malgrange

Données:

B = keryy (Re), R € D%k U =DIX4R, M = DI¥k/U.
Soit

Gy : M — W :g— gw (wE%,gEDle>

(i) ¢ : B — Homp (M, W) : w — ¢,, est bien définie:

A= <g1—9cU=—=(91—g2)w=0,Vw € B.




(ii)¢ est injective:

b, =0 = gw =0,Yg € DI*F — o = 0.
(iii)¢ est surjective:

Soit & € Homp (M, W) :g— 5 (g) € W.

& est induite par o : D1X% — W telle que o (U) = 0 (1ler isomorphisme
de Noether).

On a identifié o avec ¢ (¢) = w € WF. Alors o (U) = 0 <= w € ‘B.

Donc, 6 = ¢,,,w € ‘B.
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2.6. Les étapes

On s'intéresse essentiellement au behavior keryy (Re)

= objet mathématique compliqué (mélange d'algébre et d'analyse)

1. On commence par étudier le D-module M = cokerp) (e R) = objet
purement algébrique (donc plus simple)

2. Puis on choisit le "bon espace fonctionnel" 1/ = probléme analytique.

3. Par le foncteur By = Homp (e, W), on obtient finalement le be-
havior kery (Re) souhaité

Cette approche est I'analyse algébrique .
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2.7 Exercices

Exercice 24 Soit My, M>, N1, N» des modules tels que N; C M;
(i=1,2) et f: My — My tel que f(N1) C No. Soit f : My/Ny —
M5 /N> I'homomorphisme induit. Montrer que

(i) f est un monomorphisme si, et seulement si f~1 (N5) C Ny. Cas par-
ticulier ot No C im (f)?

(i) f est un épimorphisme si, et seulement si My = Np +im (f).

Exercice 25 Pour une extension de la forme (4), décrire les homomor-
phismes f et g.

Exercice 26 Détailler I'isomorphisme Homp (D, W) = W.

Exercice 27 Détailler I'isomorphisme Homp (Dle, W) ~ Wk,
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Exercice 28 Soit D = A1 (C) et R = t.
(i) Monter que M = cokerpy (e R) # 0.
(ii) Déterminer B = keryy (Re) lorsque
(a) W = C>(R,C),

(b) W = D' (R).
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3. Eléments d’algébre homologique et

d’analyse algébrique
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3.1. Passage des équations aux solutions

La connexion de Galois

Systéme d'équation

Rw=0, ReDk

Représentation intrinséque: systéme = D-module M = cokerp) (e R) .
Behavior:

B = {weW": Rw =0} = kery, (Re)

Soit w € Wk,

w e B < JIr cimp(eR):rw =0.
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Soit
N =imp (eR)
En définissant
NJ‘:{WEWkZTW:O,VTEN},

on obtient

B =NL|

Connaissant M, on peut déterminer 5. Connaissant B, peut-on déter-
miner M7
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Définissons

Bl = {r e DXk . pw = 0, VW E%} .

D'ou deux orthogonalités (o)J- ;

N|—>NJ‘, %H%J‘. (5)

Lemme et Définition 29 (i) Si D est noethérien, B+ C DI*F est de
type fini.
(ii)
N ¢ N+t s cslt
NiLlL _ nL @l _qlll

(iif) La correspondance (5) est appelée une connexion de Galois.
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3.2. Passage des solutions aux équations
Notion de cogénérateur

Définition 30 Un module W est appelé un cogénérateur si pour tous
modules M7, Mo et tout homomorphisme «

. My — Mo, il existe
o:My—W :poa#0sia#0.

My =% M,
N Ly
%%

Théoréme 31 (Oberst, 1990) Si W est un cogénérateur, alors
(i) N = N+L vN c DIxk

(ii) keryy (R'e) C kery (Re) < 3X € D9%¢ : R = XR/,
(iii) SBW (M) = %W (M’) & M = M.
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Module injectif

Définition 32 Un module W est injectif si dés lors que la suite

0 — M i) Mo
est exacte, la suite

By (/)

0 «— By (M) By (M)

est exacte.

Théoréme 33 Si D est un anneau de Dedekind, W est injectif si, et
seulement si il est divisible:

aW =W, pour tout 0 # a € D.
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Modules simples, modules cycliques

Un D-module a gauche S est simple s'il n'a pas de sous-module autre que
0etS.

Un D-module a gauche C' est cyclique s'il est engendré par un élément.

Un idéal a gauche m est maximal siD D a D m = a =m.

Théoréme 34 (1) Un D-module a gauche C' est cyclique si, et seulement
si il existe un idéal a gauche a tel que C' = D /a.

(2) Tout module simple est cyclique, et D /a est simple si, et seulement si
a est maximal.

(3) Si D est un anneau principal a gauche, a est maximal si, et seulement
si il existe un atome a tel que a = Da.
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Démonstration. (1): Soit C = [m]p,

= Annp(m)={d € D :dmn =0},

a
a : D—=C:1— m.

Alors a = ker o et il existe un isomorphisme v rendant commutatif le

diagramme:
D = C
ol ¥/
D/a

(2): Les sous-modules de D/a sont les b/a, a C b C D. Le reste de la
preuve est un exercice. H
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Cogénérateurs injectifs

Théoreme 35 Soit W un D-module a gauche injectif. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) W est cogénérateur;

(ii) pour tout D-module simple S, Hompy (S, W) # 0;

(iii) pour tout idéal a gauche maximal m, Homp (D/m, W) # 0.

On peut remplacer (iii) par

(iv) Pour tout idéal a gauche a, Homp (D /a, W) # 0.
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Suposons que D soit une K-algéebre (K anneau commutatif).

Théoreme 36 S/ W est un cogénérateur injectif, la suite de D-modules
a gauche

My =% My 25 M
est exacte si, et seulement si la suite de K-modules
By (o) B (B)
By (M) < By (Mp) =" By (M3)

est exacte.

Autement dit, un D-module W est un cogénérateur injectif si le foncteur

%W : DMOd —>%W (DMOd) C KMOd

induit une dualité parfaite.
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3.3. Cas concrets

Systémes linéaires a coefficients constants

D = C[9J] = anneau principal

W = C® (R, C)

1. Soitu e W et 0+# p(9) € D. L'équation

p(0)y =u

admet toujours (au moins) une solution y € W, donc W est divisible,
et donc injectif.
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2. Soit S un D-module simple:

D
S = —, a=a(0)= atome:
Da
a(0) = 0—a1, a1e€C.
Alors
Homp (S, W) ={we W :(0—a;)w=0} #0
donc

W = C*° (R, C) est un cogénérateur injectif.
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Systémes linéaires a coefficients rationnels

D = C(t) [0] = B1 (C) = anneau principal non commutatif
Difficulté: soit b/a € C(t). Les pdles réels de b/a sont des singularités.

Soit deux fonctions analytiques f, g définies dans un voisinage de 400 dans
R.

Soit la relation d'équivalence:

frgsilexiste AC€R: f|4 o[ =014 100f

Ensemble des classes d’'équivalences:

O = {germes des fonctions analytiques définies dans un voisinage de + oo}
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Intuitivement:un élément de O est une fonction analytique définie sur
]A, 4+o0o[ pour A suffisamment grand.

Lemme 37 Oxo est un By (C)-module injectif.

Démonstration. (1) Soit 0 # p(9) € B (C),

p(d) =0"+a10" ' + ...+ an.

Il existe A € R tel que les poles réels des a; (1 < i < n) sont tous < A.
Les a; sont analytiques sur |A, +oo[. Pour tout B > A et toute u €
O (]B, +o<[) , I'équation

p(0)y =u

a une solutiony € O (]B, +o0[), donc W = O« est un module divisible.
u
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Théoreme 38 O est un cogénérateur injectif sur B (C).

Démonstration. Soit S = D/a un D-module simple (D = B (C)) et

D est un anneau principal, donc a = Dp ot p = p(9) # 0 est un atome
de B1 (C). Il existe A > 0 tel que

Homp (S, W) ={y € O(]A, +oo[) : p(9)y =0} #0
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Systémes linéaires a coefficients analytiques

On ne connait pas de cogénérateur "raisonnable" (i.e., ayant une signifi-
cation analytique claire) sur A1 (C) (voir, infra, I'exercice 47).

Sur Ag (2; C) & Rq [0] (Exercice 18), C*® (Q; C) est un module qui n’est
ni injectif, ni cogénérateur: voir infra, Exercice 45.

De méme pour D’ (), car il n’existe pas de solution non nulle dans D’ (R)
a I'équation

(t38+2)y:O

(Schwartz, "Théorie des distributions", 1966).

On va donc utiliser un ensemble plus gros que D’ () : celui des hyper-
fonctions B (£2).
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Hyperfonction = "distribution pouvant étre localement d'ordre infini"
(Mikio Sato, 1960).

Théoréme 39 (Fréhler & Oberst, 1998). Sur Ag (2; C), I'ensemble des
hyperfonctions B (2) 2 D' (Q2) est un cogénérateur injectif.

Le théoréme de Frohler & Oberst est une conséquence des théorémes de
Sato (divisibité, donc injectivité) et de Komatzu (cogénérateur).
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Théoréme 40 (Théoréme de Sato). Soit
d o d’
P t,— — (T T, 0
( dt) 20 gy am 7

un opérateur différentiel a coefficients analytiques sur l'intervalle ouvert
Q CR.
P (t, %) : B(Q2) — B(2) est surjectif .

100



Théoréme 41 (Théoréme de Komatsu). Avec les notations précédentes,

dimc kerg(q) (Pe) = m + > ordiam
te)

ol ordiam est l'ordre du zéro en t du coefficient directeur am,.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) am (t) # 0 pour tout t € €,

(b) kerpq)(Pe) C O (),

(c) P (t. ) f € O(Q) implique f € O ().
Supposons le point t singulier (i.e., ordiam > 0 ), considérons le plus haut
polyhédre convexe sous les m + 1 points

7,ordia;), 0<j3 <m,
(4 ordia;)

("polygone de Newton") et soit o sa plus grande pente. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(a’) o <1 pour tout t € €,

(b') kerp(q) (Pe) C D' (Q);

(c') P (t, %) f €D (Q) implique f € D' (Q).
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3.4. Exercices

Exercice 42 Soit D = C|[J] et
W= ke
A\ keC

(1) Montrer que pour tout D-module simple S, Homp (S, W) # 0.
(2) Ce module W est-il cogénérateur?

Exercice 43 Mémes questions qu’'a I'exercice 42 en considérant

W= > kt"
neN
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Exercice 44 (1) Mémes questions qu’a I'exercice 42 en considérant

W= Y kt"eM
AkeC
neN

(2) Peut-on trouver un cogénérateur plus petit?

Exercice 45 Monter que sur Ag(Q2; C) = Rq[d], C°° (€2; C) n’est pas
cogénérateur.

Exercice 46 Soit R=1t(t0 —1) € A1 (C).
(i) Calculer dimg kerg(q) (Re) .
(ii) Tracer le polygone de Newton et déterminer o, pour tout x € R.

Conclusion?
(iii) Montrer que kerpyr) (Re) = Ct + C¢T + Co.
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Exercice 47 Soit R(0) =t*+1¢€ Ay (C).

(i) Montrer que M = coker 4 (c) (oR) # 0.

(ii) Montrer que pour tout intervalle ouvert Q # & de R,
kerB(Q) (R(0)e) = 0. (Calculer la dimension de cet espace vectoriel en
utilisant le théoréeme de Komatzu.)

(iii) Soit Q un intervalle non vide quelconque de R. Le A1 (C)-module
B (Q2) est-il cogénérateur?

Exercice 48 Soit R(0) = t°0 — 1 € Ap(R;C). Montrer que
kerg(ry (R (9) ®) £ D' (R).
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4. Commandabilité et observabilité
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4.1. Modules sur les anneaux d’Ore

Lemme 49 Soit A un anneau d'Ore.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) A est noethérien a gauche.

(ii) Tout A-module a gauche de type fini est de présentation finie.

(2) Soit A un anneau d’'Ore et M un A-module a gauche de présentation
finie. On a la suite exacte

T (M) - M -2 M/T (M) — 0

ot M /T (M) est sans torsion et ou T (M) et M /T (M) sont de présen-
tation finie si A est noethérien .
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Lemme 50 Soit A un anneau d’Ore. Les propriétés suivantes sont équiv-
alentes:

(i) Etant donné Ry € A9%k_ i existe un entier r > 0 et Ry € ARXT tels
que la suite

A1><q o3 Ale o i) A1><7“.

est exacte.

(i) Il existe un entier r > 0 et un plongemement My = coker s (8 Ry) —
Alxr

Alxa .—R1> Alxk 7L, My — 0

(iif) M7 est sans torsion.

Démonstration. (ii)<>(iii) d'aprés le théoreme de Gentile (Théoréme 22).
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(i)=(ii): D'apres le premier théoréme de Noether, il existe un isomorphisme
(0R2)ina : AVF/kerp (0Rp) =imp (eRp) C AT,
Si

Aqu ._Rl> Alxk ._R2> A1><7“ (6)

est exacte,

kerp (8Rp) = imy (8R1), AYF*/kerp (eRy) = Mj.
(i)=(i): S'il existe un plongement ¢ : My — A1X" soit

o1 Alxk #L My, (eRp) =107 : Alxk _ Alxr

La suite (6) est exacte. ®
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4.2. Commandabilité sur un anneau d’Ore

Supposons maintenant que A soit un anneau d'opérateurs différentiels D
qui soit un anneau d'Ore et une K-algeébre (K anneau commutatif) et que
W soit un cogénérateur injectif. Soit M; = cokerp (oR;), Ry € A4XF,

Corollaire et Définition 51 (Oberst, 1990). (1) Les propriétés suivantes
sont équivalentes:

(i) M7 est sans torsion.
ii) Il existe un entierr > 0 et Ry € AKX tels que la suite de K-modules
2

e Rqe Wk Roe W

soit exacte, autrement dit
kerW (R10) = imW (R20) (7)

(2) Alors le systéeme associé au module M7 et le "behavior" keryy (R1e)
sont dits commandables. (7) équivaut 3

keryy (R1e) = {Rov:v e W'} (8)
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Remarque 52 (1) La relation (8) signifie que le "behavior" admet une
"représentation image" et peut étre entiérement piloté au moyen de la
variable v .

(2) La commandabilité est définie de maniére purement intrinséque (in-
dépendante de toute représentation).

(3) La commandabilité est une propriété indépendante de tout choix des
variables de commande (Willems, 1986).
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4.3. Commandabilité d’un systéme d’état

Soit Q un intervalle ouvert non vide de R et K un sous-anneau de O (Q2)
(I'anneau intégre des fonctions analytiques sur £2). Soit un systéme d'état
d’ordre n a coefficients dans K (donc sur I'anneau d'Ore K [3J])

p

r = Fzx + Gu,

y=Hzx + Z J;ul) (9)
\ i=0

/\

et la matrice de commandabilité

F:[PO Py - ePn_l]

définie par

d
POZG, PZ'_|_1:(F—£ITL>P7;, 1§z§n—2
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On suppose qu'il existe une matrice fondamentale X € GL,, (K) telle que

(ce qui est assuré si K = O () ou K =k, k =R ou C).

Théoréme 53 (Bourlés (2011)). Les conditions suivantes sont équiva-
lentes:

(i) le systéme est commandable,
(ii) il existe un sous-ensemble discret S de S tel que

rgy (I (t)) = n pour tout t € Q\S

(condition de Silverman & Meadows (1967); cas ot K = k : condition de
Kalman (1960).

Exemple 54 Le systéme & = t"u (r > 0) est commandable.

112



4.4. Dualité

Il existe une théorie générale de la dualité pour un systéme de commande
(M, u,y) (M = module de présentation finie, u = commande, y = sortie
(van der Schaft (1991), Rudolf (1996), Bourlés (2011)).

Dans le cas du systeme d'état (9), son dual est
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4.5. Observabilité

Définition 55 Un systéeme de commande est observable si son dual est
commandable.

Interprétation dans le cas d'un systeme d’état

e Le systeme d'état (9) (sur O (Q2) [0] ou k [0] ) est commandable si, et
seulement si pour tous points X1, x> € k' et tous instants 1, t» € €2,
to > tq1 il existe une commande u € £ (£2) qui transfére I'état x du
systeme de x (t1) = x1 a x(tp) = %o .

e Ce systéeme (ayant une commande u € £ (£2)) est observable si, et
seulement si pour tous instants t1,t» € €2, tp > t1, la connaissance
de y 14, .4,[ €t de uy, 41 permet de déterminer x (Z7).
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4.6. Exercices

Exercice 56 Soit le systéeme défini sur Ag (R2), d’équation

8% (t + 1)y = dtu.

Est-il commandable?

Exercice 57 Méme question pour le systéeme

(t82—|—1>y:(1—|—t)u.

Exercice 58 On considére le systéme d’état (9) défini sur O (Q2) [0] avec

(¢t 1 0 [ 0 |
F=|0¢$ 0|, G=|1
0 0 ] 1

Est-il commandable?
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Exercice 59 Montrer que le bidual (i.e. le dual du dual) du systéme d’état
(9) est de nouveau (9).

Exercice 60 On considére le systéme d'état (9) avec

0 1 cos o
r=| 5] o= )
(i) Si o est un paramétre constant, ce systéme est-il commandable?
(ii) Qu'en est-il sioc = 17?
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5. Modules sur les anneaux principaux

Les modules de type fini ont une structure remarquable sur
e les anneaux de Dedekind,
e les anneaux de Bézout,

e a fortiori sur les anneaux principaux, qui sont parmi les anneaux de
Dedekind ceux qui sont de Bézout.

On considérera essentiellement les anneaux principaux en distinguant
1. le cas des anneaux commutatifs (k [J])

2. les anneaux non commutatifs simples (K [0] , K anneau ou corps dif-
férentiel, K D Q).
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5.1. Opérations élémentaires et secondaires

Soit R un anneau et A € R?%F

Soit A’ € R?2%F. On écrit
A=, A (resp. A = A)

(équivalence a droite (resp. a gauche)) s'il existe V' € GLj (R) (resp.
U € GLy(R)) telle que

Al = AV (resp. A/ = U 1A).
On écrit enfin
A=A
(équivalence) s'il existe U € GLq (R) et V' € GLj (R) telles que
Al=U"tAvV.
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es opérations élémentaires sur les colonnes sont:
(1) remplacer la ™€ colonne Aj par Aj + AN (A € R, i # j)

(2) multiplier A a droite par diag(1,..,1,v,1,...,1) ol v est une unité
de R

(3) permuter deux colonnes.

On définit de méme les opérations élémentaires sur les lignes (en rem-
placant droite par gauche).
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Les opérations secondaires sur les colonnes sont:

Multiplier & droite une sous-matrice de A formée de deux colonnes par une
matrice € GL (R).

On définit de méme les opérations secondaires sur les lignes (en remplagant
droite par gauche).

Théoréme 61 (1) Une opération élémentaire ou secondaire sur les lignes
(resp. les colonnes) est une multiplication a gauche (resp. a droite) de A
par une matrice U~ € GLy (R) (resp. V € GLj (R) ).

(2) Soit En (R) (resp. Sn(R) D En(R)) le sous-groupe de GLy, (R)
engendré par toutes les matrices correspondant a des opérations élémen-
taires (resp. élémentaires ou secondaires). Si R est un anneau principal

(resp. euclidien), GLy,, (R) = Sy (A) (resp. GL,, (R) = En (A)).
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5.2. Divisibilité des matrices

Soit R un anneau d'Ore

A e RI*™ B e RI*P

e Une matrice L € R9%9 est un diviseur commun a gauche de A et B
si L est un diviseur a gauche de [ A : B ] ,i.e. il existe A’ € RI*™,
B’ € R2%P telles que

A« B|=L| A : B

e Cette matrice L € R9%7 est un plus grand diviseur commun a gauche
(pgcdg) de A et B si tout diviseur commun a gauche L’ de A et B est un
diviseur a gauche de L :

[A ; B]:L’[A" ; B”]:>L:L’X
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Lemme et Définition 62 (1) Soit R un anneau de Bézout , Q son corps
de fractions. Soit A € R4*™, B € RI*P et

r:rngA 5 BD
Alors A et B admettent un pgcdg L € R9*1 tel que rgq (L) =7 et

A Bl=|L :0].

(2) Si r = q, L est unique modulo une équivalence a droite. On peut
toujours se ramener 3 ce cas.
(3) Si L = I, les matrices A et B sont dites copremiéres a gauche.
(4) Théorie similaire pour le pgcd a droite (pgcdd) de deux matrices A €
R™*k B € RP*F en formant
5
B

et leur coprimarité a droite.
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5.3. Forme de Smith

Soit D un anneau principal et a € D. On appelle longueur de a le nombre
|a| de diviseurs premiers de a si a # 0. Si D = C|0], |a| = d° (a) . Soit
R € D7%F telle que rgq R=r.

Théoréeme et Définition 63 (1) Il existe une matrice ¥ € D9%F telle
que (i) R =X et (ii)

Y =diag(eq,...,er,0,...,0)
ote; Z0(1<i<r)et

e1|en| ... | er
(2) Les éléments e; sont uniques a une association prés, e; = 1
(1<i<r—1)siD est simple.
(3) La matrice ¥ est appelée la forme de Smith de R.

123



Exemple 64 Soit, lorsque D = C[J]
0 9 9% _

=1s &2 64] =

O 0 0
0 0(0—1) 0

Tracage des opérations

-|

|

o 0 0
o 02 —0 9% — H?
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Cas de I'exemple 64:

-1 1

1
U—lzll O], V=10
0

Considérons |'équation

Rw = 0| <= U—iRVAij —0

D'ou la paramétrisation:

ovq
0(0—1)vo

v3

0 < 0 (wy + wy + dwsz) =0,
0 (0 —1)(ws+8(D+1)wy) =0

w3 quelconque
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5.4. Modules sur les anneaux principaux

Théoréme 65 Soit M = cokerp (e R) un module de type fini a gauche
sur un anneau de Dedekind ou de Bézout D.
(1) On a la décomposition en somme directe

M=T(M)o o

ot T (M) est le sous-module de torsion de M et ® = M /T (M) est sans
torsion.

(2) Si D est un anneau de Bézout, ® est libre: ® = D1* (k=)
(3) Si D est un anneau de Dedekind, on a la décomposition de T (M) en
sous-modules cycliques

T(M) g@lgigrD/ai

ot D/a; =0 (1 <i<r—1)siD est simple, et I'idéal 3 gauche a; est
engendré par 2 éléments.

126



Théoréme et Définition 66 (1) Si I'anneau D est principal, I'idéal a
gauche a; est principal (a; = De;) et, si de plus D est commutatif,
e; | er1 (L<e¢<r—1) . Les a; sont alors tels que a; DO a;i1
(1 <¢<r—1), ils sont déterminés de maniére unique et sont appelés
(de méme que les e;) les facteurs invariants (non nuls) du module M.

(2) Dans ce cas, soit e un des facteurs invariants non inversibles de M et
sa décomposition en facteurs premiers

=v][[#"
e=v||p;"
1

On a la somme directe en modules indécomposables

D _ @ D
o —
De .~ Dp,

. . _ _ D
et les pf;‘l sont appelés les diviseurs élémentaires du module cyclique —.

e
(3) Soit donc (p;) un systéme représentatif d’éléments premiers dans D.

Il existe des entiers déterminés de maniére unique 1 (0) > 0, n; > 0,
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(m;) >0, avec; = p, "’ tels que

T(M)=@(gy)" ©=DLuO)] (10)

1

7

Les v; (ou les D; ) sont appelés les diviseurs élémentaires non nuls de
M |, les pu(m;), leurs multiplicités, et pu(0) = rg (M) la multiplicité du
diviseur élémentaire 0.
Exemple 67 Soit D = C|[0] et

R = diag (61, €2, €3, O, ceny O) ;

e1=(0—-1)2(0—-2), ea=(0-1)2(0—-2)%, ep=(0-1)?(0—-2)%(-23).

Diviseurs élémentaires:

mo= (0-1)%, p(m)=3,

m = (0-2), p(m)=1,
m3 = (0-2)%, p(m)=2,
g = (0—3), p(mg)=1
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Calcul des facteurs invariants a partir des diviseurs élémentaires

Former une table dont la zéme ligne est formée des diviseurs élémentaires
n. P . , . . P

de la forme p, " rangés par puissance décroissante. Le produit des éléments

d'une colonne donne un ¢; (les e; sont obtenus en ordre décroissant).

p1 | (0—-1)* | (0—1)* | (8 —1)°
pa | (0—2)* | (8—2)*| (8 —2)
p3 [ (0-3) 1 1
€3 €2 €1
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Zéros de Smith

Zéros de Smith = racines des diviseurs élémentaires. Ci-dessus:
1, indices structurels: {2,2,2}, ordre 2, degré 6

2, indices structurels: {1,2,2}, ordre 2, degré 5

3, indice structurels: {1}, ordre 1, degré 1.

Ensemble des zéros de Smith:

{1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2 3}
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5.5. Forme de Jordan

Invariants de similitude

Soit K un corps commutatif, A € K"*" et associons-lui le systéme (sur
D =K|s])

st = Ax & (slp, — A)xz = 0.

C'est I'équation du D-module de torsion M = cokerp) (e ?) avec

R:SIn—A

| es facteurs invariants de M sont les invariants de similitude de A.
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Forme de Jordan

Supposons K algébriquement clos et considérons la décomposition (10)
de M =7 (M) . Chaque diviseur élémentaire de M est de la forme

T=(s— N, leK.
D

Soit ¢1 un générateur de —— et posons
D~
2=(s—A)s1, - sp=(s—NF e
Alors
(A1 0 0 0 |
0 X\ 1 0
o — 0
S = 1 0 S
0 O A1
0 0 A
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Théoréme 68 (Jordan). La matrice A est semblable a la matrice de Jor-
dan

J = Ju; (M)

("somme diagonale”), i.e. il existe P € GLy, (K) telle que

PlAp =J|
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5.6. Exercices

Exercice 69 Déterminer
% = kerOoo(R) (R ((9) 0)

avec
83 . 82 83
(0) = ! 203 — 2 205 ]

Exercice 70 Déterminer la forme de Jordan de

0O 00 O 1
1 00 1 1
A=|-11 0 -1 0
0O 00 O -1
O 00 O O
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Exercice 71 Méme question avec

(a)

(b)

0 1 0
—4 4 0
-2 1 2
12 —6 -2
18 —9 -3
18 —9 -3
1 -3 3|
2 —6 13

~1 —4 8
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6. Poles et zéros
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6.1. Commandabilité

Soit, sur D = k [J], le systéme représenté par le module

M = cokerp (eR), R € DI*F rgq (R) =r.

Lemme et Définition 72 (1) Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) M est commandable, i.e. sans torsion.

(i) M est libre.

(i) R=| I : 0]

(iv) Le seul diviseur élémentaire de M est O (de multiplicité k — r ).

(2) Si ces conditions ne sont pas satisfaites, les ples non commandables
sont les zéros de Smith de T (M) .
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6.2. Observabilité

Un systéeme de commande est un triplet (M, u,y) ou:

e u est une colonne de m éléments u; € M (commandes) tels que le
module [u]p engendré par les u; est libre de rang m (i.e., [u]p =
DX™m) et M/ [u]p est de torsion.

e y est une colonne de p éléments y; € M (sorties).

Lemme et Définition 73 (1) Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) M = [u, ylp.

(i}) M/ [u, gl = 0.

(2) Lorsque ces conditions sont satisfaites, (M, w,y) est dit observable.
(3) Dans le cas contraire, les zéros de Smith de M/ [u, y]p sont appelés
les pbles non observables.
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6.3. Poles du systéme

Définition 74 Les pbles du systéeme sont les zéros de Smith de o
uip

Soit la décomposition
M=T(M)®®d
On peut supposer [u]p C ® . Alors

M ¢
— 2T (M)®—

[ulp [ulp
donc avec Z {e} = {zéros de Smith}

Z{ﬁ}: Z(T(M)) @ Z{i}

U U
[V]D pbles non commandables \Ll&/
pbles "pbles commandables"
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6.4. Zéros invariants

Définition 75 Les zéros invariants sont les zéros de Smith de T <W>
YlD

Application a une représentation de Rosenbrock

D(d)¢ =N (0)u
{yzQ(3)€+W(3)u ()

D (0) : matrice carrée inversible sur QQ, £ = état partiel.

(1) Il s’agit bien d'un systéme de commande.

(2) Poles non commandables: zéros de Smith de [ D(0) —N(0) ] .
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Q (9)

(3) Poles non observables: zéros de Smith de [

D(a)]_

(4) Péles du systéme: zéros de Smith de D (0) .

o | D(8) —N(9)
(5) Zéros invariants: zéros de Smith de \[ Q(0) W (9) ]}

R(0)= matrice de Rosenbrock
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6.5. Matrice de transfert

Foncteur de Laplace:

L=Q&p—
M — L(M)

L (M) = Q-espace vecroriel de base @, 4; = %uz

|l existe une matrice G € QP*" unique (= matrice de transfert) telle que

<S>
|
)
=g
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Forme de Smith-MacMillan:
Soit d le plus petit commun dénominateur des éléments de G.

— dG € DP*™
dG = diag(fy, ..., fr,0,...,0)

Soit n;/d; la forme irréductible de f;/d (1 <i<r1=rgqQ (G))

On écrit:

d]_ d/r
forme de Smr’crh-MacMiIIan

G = diag (ﬂ, Ly ...,o)

A

forme unique (canonique) telle que
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6.6. Poles et zéros de transmission

Définition 76 (1) Les pdles de transmission sont les racines des d;.
(2) Les Zzéros de transmission sont les racines des n,;.

Exemple:

S

1
- 0
G(s)=| :
R
Péles de transmission: 0, indices structurels {2}

Zéros de transmission: 0, indices structurels {1}
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6.7. Zéros de découplage en entrée-sortie

(i.0.d.z.) et modes cachés

7 (M)
T ([uw,ylp)

Définition 77 (1) Les i.o.d.z. sont les zéros de Smith de

(2) Les modes cachés sont les zéros de Smith de .
¢ N [u, ylp

Théoréme 78 (Rosenbrock)

[ ]
{modes cachés} = {pébles non commandables} ) {pdles non observables}

\ {i.o.d.z.}

([ J
{pdles du systéme} = {pdles de transmission}|J{modes cachés}
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Théoréme 79 (Bourles, Fliess (1995))

[ ]
{zéros de transmission} |J{i.0.d.z.} C {zéros invariants}

[ ]
{zéros invariants} C {zéros de transmission}|J{ modes cachés}

e g Y
zéros du systéme
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6.8. Stabilité

Le systéme de commande est
e stable si ses poles appartiennent tous au demi-plan gauche

e stabilisable si ses péles non commandables appartiennent tous au demi-
plan gauche

e détectable si ses poles non observables appartiennent tous au demi-plan
gauche

e stable entrée-sortie si ses pdles de transmission appartiennent tous au
demi-plan gauche

e 2 minimum de phase si ses zéros de transmission appartiennent tous au
demi-plan gauche
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6.9. Exercices

Exercice 80 Soit le systeme défini par la représentation de Rosenbrock
(11) avec

D(®) = (04+3)°(©@—-1)(0+2), N(@)=(0*—1)(0+2)
Q) = (0*—1)(0+3)*, W(@) =0

Déterminer la fonction de transfert et ses différentes sortes de pdles et de
Zéros.

Exercice 81 Mémes questions avec

10 0 0 0

01 0 0 0
D@) =14 ¢ 0% (0+1) 9(0+2) |’ NO) =1 _g

00 0 o042 | 1]

Q@) = (000 -1|, W(9)=0
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Exercice 82 Mémes questions avec le systeme d’état { A, B, C'} tel que

—1 0 0] 0
A = 1 30|, B=|1],
1 -4 1 0
1 00
¢ = 11 0|

Exercice 83 Mémes questions avec le systeme d’état { A, B, C'} tel que

[ —1 0 0| 0
A: ]_ 10 , B: O s
| 0 00 1

C = —101].
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7. Structure a l'infini
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7.1. Séries entiéres et séries de Laurent

K un corps différentiel (e.g., K = C(¢)).

On pose o = &~ L,

Loi de commutation da — ad = a< ca — ao = cgao

K [[o]]= anneau des séries entiéres en & muni de cette loi de commutation.
K [[¢]] = anneau principal local

= anneau principal S ayant un unique idéal & gauche (idem a droite)
maximal:

So = oS = idéal bilatére noté (o)
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Si f =apo™ + an+10”+1 + ..., an Z0:

f=0"(an+api10+ )

v = unité de K[[o]].

Corps des fractions de K [[o]] : corps des séries de Laurent K ((o)) .

Elément de K ((o0)) :

f
= ano'’ Kk EZ).
p > (v € Z)

n>kK
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7.2. Application aux fonctions de transfert

N (9)
D (09)
N(a) :boﬁm+...—|—bm, D(@) :a08”+...+an, boao;éo.

G (9) =

e K(9)

On plonge K (9) dans K ((0)) :

G (0) = o" "o,
v = unité de K[[o]].
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Supposons K = C.

G (9) 2 { m zéros finis

n pdles finis
Sin>m:G(9)an—m zéros a l'infini.
Sim >n:G(0)an—m poles a l'infini.

Dans tous les cas:

nombre total de zéros = nombre total de pdles
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7.3. Application aux matrices de transfert

G (0) € K(9)P*™ . Méme procédé: on plonge K (9) dans K ((¢)).

On détermine la forme de Smith-MacMillan de GG (0) dans K ((o)) :

G (0) ~diag{c™,...,0"*}, nyg <np<..<mny
Nombre de zéros a l'infini: > n,.

n; >0

Nombre de péles a I'infini: — > n;.
n,;<0
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Supposons K = C.
Degré de MacMillan: 0, = nombre de pdles (finis et infinis)
0, = nombre de zéros (finis et infinis)

Défaut ("defect") de G (0) :

Si GG (D) est carrée non singuliere: § = 0.

156



Exemple 1

c@=[0 ]

Poles et zéros finis:

G@) =3[ 1]~35[1 0]

0 zéro fini, 2 poles finis.

Poles et zéros a l'infini:

6@ =21 2] ~2[1 0]

o)

1]

Sl

0 zéro a l'infini, 1 péle a l'infini. = 4, =3,0, =0
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Exemple 2

a<a>:[§i]

32

2 poles finis, 1 zéro fini.

Péles et zéros a 'infini:

oOqQ -

G(a):[

0
o2

2 zéros a l'infini, 1 péle a l'infini. = 0, =3, 0, =3
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Figure 1:

7.4. Poles non commandables a I'infini

Exemple

C' = 1. Variables: wy =V, wy =1.

tco-lwi=a o, ] 0wi(t) - wa(t) =0
] wo =1 - wi(t) =0
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Passage par Laplace:

{ swi (s) — wq (O_> — Wy (s) =0
w1 (s) =0

—> 0> (S) = —w1 (0_) — W1 (t) = —w1 (0_) ) (t) —

wy € Co
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Algébrisation de la solution

L a )=

R(0)

Pourt > 0

Factorisation copremiére a gauche sur K [[o]] :

R =[5 5 7]

\

DJ:(J) RJ:’(U)

7
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M_|_ — cokerK[[U]] (OR+ (O'))

1 —0o wf —0
1 O wg_ -
R+ (o)
wIL =0
cfwgL =0

On en "déduit" le mouvement impulsionnel

wy € Co

(Bourleés, 2005)
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Justification

Supposons K = C

W = C*° = K [0]-module

Wo=(T—1)W = oWy =Wy Ké = 0?Wy =Wy e Ké ¢ Ké

Le K [0]-module engendré par Wy est Wy @ A,

A\ — @ Ks(™)

n>0

0(.):/100(.)dt:>05:'r—1
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Wo et Wy @ A sont des S-modules (S = K [[]].

Wo & A
Wo

112

A — A

Image de 6 dans A : §

Image de 66 = T — 1 dans A : 0
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Exemple A

Avec K = C [t] (anneau différentiel)

Trouver les "mouvements impulsionnels".

(Définition: R (0) est réguliére a l'infini si R (0_1> admet une forme de

(1 92+t 0 0

0 0 0% —1

0 1 -1 0
R(0)

Smith-MacMillan sur K ((0)).)

wy
w2
w3
Wy
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7.5. Structure générale

Méthode: considérer une représentation de Rosenbrock

D@ -N@) o0 ]|5]_,
Le® w@ —hj| |~

et déterminer (si elle existe) une factorisation copremiére a gauche sur

S = K{[o]]

R (0_1) = AT (o) RT (o).
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Equation du module impulsionnel M

RT (o) | u™

Calculer a partir de ce systtme de commande impulsionnel les différentes
sortes de poles et zéros a I'infini comme on |'a fait pour les pdles et zéros

finis.
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7.6. Cas d’'une interconnexion

Systeme M, :
R; (0)w; =0(i =1,2)
Interconnexion —

[ R1(0) O ‘[w1]

0 Rp(d) || 1 |=0
Ln =k o2
R(9)
= (Bourles, 2005)
(Rf(0) 0 ]
RT(0) = 0 Ry (o)
|1 —Jo
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7.7 Exercices

Exercice 84 Continuer I'exemple A: déterminer tous les types de pdles et
de zéros a l'infini en supposant que u = w1, Yy = wy et £ = [woy, w3]T.

Exercice 85 Méme exercice avec

DO) = |3 2| NO=| ¢ ol
Q) = :_té? t20 |, W () =+t%0.

Interprétation?
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8. Corrigés des exercices
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Corrigé de I'exercice 15

La solution n'est pas évidente mais son principe est simple. |l suffit de
mettre en évidence un idéal de Oq qui ne soit pas de type fini.

(1) Supposons tout d'abord que €2 = R. Soit la fonction

sin (7z)
fnlz) = z(z—1)...(z — n)

et considérons l'idéal J engendré par les fn, (n >0). Soit Z(fn)
I'ensemble des zéros de fn. On a Z(fn) = {meZ:m <0} U
{€Z:m>n}.Si f € 7, il existe un entier Ny tel que Z (f) con-
tient {m eEN:m> Nf} . Si J est de type fini, engendré par g1, ..., g,
en posant N = maxj<;<i Ng; , on a pour pour toute f € J l'inclusion
{m eN:m > N} C Z(f) et en particulier N € Z(f). Mais fj est
dans J et f(IN) # 0, une contradiction.
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(2) Lorsque Q = ]a, b[ ol a et b sont finis, on se raméne au cas précédent

en remplacant f, par fn, o g ot g : la,b] — R est la fonction ¢t +—

_bEa (t — —a;rb) . Le cas ou I'une seulement des quantités a, b est finie s'en

déduit de maniére évidente.
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Corrigé de I'exercice 16

Démonstration du lemme 6

(1) Notons tout d'abord que dans un anneau intégre A, un élément est une
unité si, et seulement si il est inversible a gauche ou a droite, et que dans
I'un ou l'autre cas son inverse a gauche et son inverse a droite coincident.
En effet, soit w € A inversible & droite. Il existe donc v € A tel que
uv = 1, donc uvu = u, donc u (vu — 1) = 0, et puisque u # 0, vu = 1.

(2) Soit a un idéal principal (bilatére) non nul. |l existe p, p’ tels que
a = pA = Ap’. Puisque p € Ap/, il existe u € A tel que p = up’;
de méme, il existe v € A tel que p’ = pv. Donc, p = wupv. Donc
pA =upvA, et comme up € upvA, on a up € pA, par conséquent il
existe w € A tel que up = pw, donc p = pwv et wv = 1. Les éléments
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w et v sont donc des unités d'aprés (1); il en va de méme pour u, et
pA = Ap est engendré par I'élément invariant p.

La démonstration du théoréme 10 est évidente.

Démonstration du corollaire 12

On a Aj (k) =K |[0] avec K =k [t], donc K D Q. D’apres le théoreme
11 (ou il faut remplacer dans (3)(i) "a" par "a # 0"), il suffit de démontrer
que K n'a pas d'idéal propre a tel que a C a. Puisque k [t] est un anneau
principal, les idéaux non nuls de k [t] sont de la forme (f) avec

f=fot"+ ft" 4 fa, fo#O.

Si a C a, alors a(™) < a, donc f(”) = nlfo € a. Puisque ce terme est
une unité de k [t], on a a = k [t], et a n'est pas propre.
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Corrigé de I'exercice 17

(i) Soit =, 2’ € STLA. Il existe s,s' € S et a,a’ € A tels que z = a/s,
r' =a'/s', donc x — 2’ = (sa — s'a’) /ss' € STLA, donc ST1A est un
groupe abélien. D'autre part, zz’ = (aa’) / (ss'), et ST1A est donc un
anneau.

(i) On pose S~'a = {a/s,a € a,s € S}. Il s'agit d'un groupe abélien
par le méme raisonnement que dans (i). Soit a//s’ € ST1A. Alors
(a/s) (a'/s") = (ad') / (ss') et aa’ € a, donc (a/s)(a'/s") € S™la,
et cet ensemble est un idéal de S~1A.

(iii) Si a est principal, il existe a € A tel que a = Aa, donc S~1la =
(S_lA) (a/1) est un idéal principal de S™1A, engendré par a/1 (image

canonique de a dans ST1A). Un raisonement semblable montre que si a
est inversible, S~ 1a I'est aussi.

(iv) est une conséquence immédiate de (iii).
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Corrigé de I'exercice 18

(i) est clair.

(ii)): C[t] est un anneau principal, donc il en va de méme de Rq d'aprés
I'exercice 17(iv). Les éléments non inversibles de cet anneau sont ceux qui
ont un zero (en tant que fonctions analytiques) dans €2. Tout élément de
ce type est de la forme (t — A\) f(t) ou A € Q et f € Rq, d'ou le résultat.

(iii) se démontre comme le corollaire 12.
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Corrigé de I'exercice 24

(i) L’homomorphisme induit f existe si, et seulement si
(C) f (N1) C Na.

Alors ker (f) = 1 (f_l (N2)) . Donc, ker (f) = 0 si, et seulement si
f7H(N2) € Ny,

Si Ny C im (f) alors f (f—l (N2)> — Ny et f71(Ny) C Ny < Ny C
f (N71). D'apres (C), ceci équivaut a No = f (Nq).

(i) On a im (f) = @5 (im(f)), donc f est un épimorphisme si, et seule-
ment si @ (im (f)) = M>/N>, ce qui signifie que pour tout o € Mo il
existe £1 € M7 et yp € N tels que zo = yo + f (1), autrement dit
My = Np +im(f).

Les exercices 25, 26 et 27 ont été traités en cours.
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Corrigé de I'exercice 28

(i) Ona,avec D = A; (C) et R=1t, DR D, donc il existe z € D tel
que x ¢ DR. Sa classe & (mod DR) , autrement dit son image canonique
dans D/DR = cokerp (e R) , est # 0, donc cokerp (e R) # O.

(i) (a) SiW = C*°(R,C), soit f € keryyy (Re). Onatf(t) =0,Vt &
R. Donc pour tout t # 0, f (t) = 0, et puisque f est une fonction continue,
f(0)= lim f(t)=0.Donc, f=0.Parconséquent kery (Re) = 0.

0,0
(b) Si W = D' (R), soit f € keryy (Re). Soit £ la transformation de

Laplace. On a L(tf(t)) = —dﬁ(f) dﬁ(f) =0, L(f) = A
(A € C), et donc f = Ad. Par consequent keryy (Ro) ={Ad: A e C}.

Donc,

Sites conseillés:
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http://fr.wikipedia.org/wiki/Transformée de Laplace

http://fr.wikipedia.org/wiki/Transformée bilatérale de Laplace
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Corrigé de I'exercice 43

Les exercices 42 et 44 ont été traités en cours. Le module W de |'exercice

44 est le "cogénérateur canonique".

L'équation (0 — X\) w = 0 avec A # 0 n’a pas de solution non nulle dans
ZneN kt™, qui n'est donc pas cogénérateur.
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Corrigé de I'exercice 45

Posons D = Ag (€2; C) et soit 7 € Q. Pour tout ¢ tel que t — 7 € €,
onat—7 € DetD(t—7) & D. On conclut comme dans I'exercice
28 que, en posant R = t — 7, D/DR = cokerp (eR) # 0 et que,
pour W = C*°(Q,C), kery, (Re) = 0. Par conséquent, W n’est pas

cogénérateur.
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Corrigé de I'exercice 46

(i) Seul le point t = 0 est singulier pour I'opérateur P = ¢t (t0 — 1). On
aag = —t, ap = t2, d'ou ordg (ag) = 1, ordg (a1) = 2. On a d'aprés le
théoreme de Komatzu (Théoréme 41) dimc kerg(q) (Pe) =1 +2 = 3.

(ii) En construisant le polygone de Newton en O on obtient og = 1. Par
conséquent kerp ) (Pe) C D' ().

(iii) On a t (t0 — 1) f = O si, et seulement si

(t0 — 1) f = A6 (*)

(A € C) : voir correction de |'exercice 28.
Résolvons cette seconde équation ().

L'équation homogene est (t0 — 1) f =0 < f 7 <:> f(t) = put.
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On peut chercher les solutions-distribution de (%) a support
positif en utilisant la  transformée monolatérale de Laplace
(http://fr.wikipedia.org/wiki/Transformée de Laplace). On obtient

N\

2 (57 () ~ Fs) = r e 5L —of =

L'équation homogéne est —s —2f = 0 et a pour solution f (s) = 52' On
résout |'équation complete par la méthode de "variation de la constante"
C:

df C 1 dc
. —2 3+ &2
ds S ds
et en remplacant on trouve % = As dou c = )\S + v et finalement

f(s) =%+ %. On en déduit f (t) = 56 (t) + vt (t)
Au total, kerpyg) (R (9)e) = Ct + CiT + Co.

Ce serait plus compliqué avec des hyperfonctions qui ne seraient pas des
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Corrigé de I'exercice 47

(i) C'est clair (voir correction de |'exercice 28).

(ii) Tous les points sont réguliers, donc kerg(q) (R (9)e) = 0 d’apres le
théoreme de Komatzu (Théoreme 41).

(iii) Par conséquent, le A1 (C)-module B(£2) n'est pas cogénérateur
d'aprés le théoreme 31.

Cet exercice montre bien que, malgré le fait que A1 (C) est un anneau ayant
de "bonnes propriétés" au plan algébrique (anneau de Dedekind simple),
il ne convient pas pour étudier les systémes a coefficients variables en

Automatique.
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Corrigé de I'exercice 48

En construisant le polygone de Newton on trouve og = 2 (voir corrigé de
"exercice 46). Par conséquent kerg ) (Pe) & D’ (Q) d’apres le théoréme
de Komatzu (d'ol la nécessité d'utiliser des hyperfonctions).
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Corrigé de I'exercice 57

L'exercice 56 a été corrigé en cours.

Les polynémes en 9 D (9) = t0* + 1 et N(9) = 1+t n'ont pas de
facteur commun, par conséquent le module [y, u]p est sans torsion et le

systéme est commandable.
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Corrigé de I'exercice 58

On applique la condition de Silverman & Meadows avec

(t 1 0 | 0
F=l0#t 0|, G=|1
0 0 ¢t 1
Il vient
(0 1 t+1t3 ]
r:[PO Py Pz}: 1 3 6 — 3¢2
1 2 -2t |

etdet(lN =t(t —2) (t3 +t— 1) . Ce polynéme a 5 racines qui forment
un ensemble discret S. Le systéme est donc commandable.
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Corrigé de I'exercice 60

L’exercice 59 est facile.

Soit donc
0 1 coso
F_!—l O]’ G_!—sina]°
(i) Si o est un paramétre constant,

r_ | coso —sino
—sing —coso

et det (I') = —1, donc le systéme est commandable.
(i) Si o = t,

=la (r-gr)e] =] 2 5
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donc le systeme n'est pas commandable!!!
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Correction de I'exercice 70

On montre que

0 0O0O0O
00010
0 0001
0 0O0O0O

0O 0 O

S
—1

0 -1 -1

S

1

0
—1

0 0 1
—1
0

1
-1 10

0O 00 O
0O 00 O

—
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Correction de 'exercice 71

s —1 0 1 0 0
(a) On montreque | 4 s—4 O =0 (s—2) 0
2 -1 s—-2| [0 0 (s—2)?)
0 10| [20 0]
— | —440|~|021
—2 1 2 0 0 2
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(b) A =

(sI3 — A)

12 —6 —2
18 —9 —3 |. Correction détaillée:
_18 —9 —3_
i c1+2c _ _
s —12 §) co — 3c3 S 0 2
= —18 s+9 = 2s 8 3
I —18 9] s+3 ] 0 —3s 8—|—3_
- €l < C3 _ _
s 0 2 I I 1 0 —s
1 <12
0 s -1 = 0 s 0 st
0 —3s 8—|—3_ _S—|—3 0 —38_
0
3
32_
(1 0 0 | 0 0 0]
0O s 0O | =A~ |00 1
0 0 s? | 000
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1 —3 3|
(c)A=| -2 —6 13
-1 -4 8
s —1 3
(sI — A) = 2 s+6
1 4
[ 1 0
I 2 s+6
1 0 0
0 —4s+7 s2—9s+11
_O s — 2 2s — 3
! 0 0
=10 s-—2 2s — 3

0 —4s+7 s2—9s+11

-3
—13
s—8

. Correction détaillée:

1
s—1
2

0

4
3

s+ 6

s—1 3—-4(s—1) —3—(s—1)(s—38)
— 3

—13 —2(s —8)

s — 8
—3

~13 |
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s — 2 2s — 3 _ s —2 1
—4s+7 s2—9s+11 | | —45+7 s2—s—3

_ 1 s —2 _ 1 0
— | 2 —s—3 —4s+T7 | | s°—s5—3 —43—1—7—(3—2)(32—3—3>
avec —4s—|—7—(s—2)(s2—s—3>:—(3—1)3.

Dot (sI — A) = diag (1, 1, (s — 1)3) et

AN

2
OO M
O = =
e )
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8.7 Correction de lI'exercice 84

(1) On obtient la factorisation copremiére a gauche sur C [t] [[o]]

[ 1 924t
0 0
0 1

0
82
—1

0
—1
0

o2 0 0 —0?2 140% 0 O
0 o2 0 0 0 1 —o
0 0 1 0 1 1 0
D*(o) R+(0)
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(2) Poles non commandables a I'infini: on a

U(o)RY (0) V™! (o) = | diag (1,1,62) 0]

avec
) _ [ 2 2
Lo 1 L 1+10% 1+to
U(@)=| 0 0 1 |, V1i(o)= 7, 7,
11 1 10 o o
- - 00 0 1
Donc R (0) is réguliére) a I'infini, et sa forme de Smith-MacMillan a I'infini
est
[ diag (0_2,0_2,02> 0 } :
Soit

Rt (o)w™ =

T
'équation du "systéme impulsionnel" M ™, where w™ = (w*) :
v )1<i<4

Son équation équivaut a

[ diag (1,1,02) 0 ] vt =0
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aVvecC

v =V (e)wT =

Le sous-module de torsion de M est [fuﬂs =S/ (02), ou

+ _ .+ + +
vz = Wy —tw2 — Wy -

Le mouvement impulsionnel B , is the C-espace vectoriel engendré
par la variable v3 = w1 —twp — wy et Boo g = Co P Co.
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(3) On fait des permutations de lignes et de colonnes de maniére a obtenir
la représentation de Rosenbrock standard. D'ou la nouvelle matrice
(1402t 0 —02 0
R (o) = 1 -1 0 O

0 1 0 —o?

Péles a l'infini: M ™/ [UJF]S' Quotienter par [uﬂ
la 3éme colonne. |l reste la matrice

S revient a supprimer

i 2
Do)  Z* (o) 1+0% 0 0 | [100
0 1 —0?] |00 o°]
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(4) Zéros invariants a I'infini: 7 (M+/ [yﬂs). Quotienter par [uJF]S
revient a supprimer la 4eme colonne. |l reste la matrice

(14+0%t 0 —02 ] (1 0 0 |
Dt (s) —NT(o)|_ 1 -1 0 |=l0o1 0
Q@) WT(o) 0 1 0 00 02|
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(5) Péles non observables a I'infini: M ™/ [qu, yﬂ
colonnes 3 et 4.

g On supprime les

[ 1+0%t O 10
Dt (o') _ ) T I
Q_I_ (U) 0 ] 00 )

donc pas de pbles non commandable a I'infini.
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